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Prologo

Al escribir este libro he renunciado al desarrollo indutconvencional de
la termodindmica a favor de un planteamiento basado etulpdss, que con
sidero mas directg logicamente sencillo. No he intentado formular el conjunto
de postulados minimo o mas econémico légicamente, si@® bien seleccionarlos
de forma que puedan resultar razonables e intuitivam € fin de justificar los
postulados, en un apéndice se hace una discusién estadistlitativa elemental
v se recurre en algunos casos a observaciones expeaie® pero el espiritu de
este enfoque es que los postulados se justifican mejor por un buen resultade a pos
teriori de la teoria que por argumentos a priori.

El planteamiento sobre postulados que he adoptado fueebédo por el pro
fesor Laszlo Tisza del Instituto Tecnoldgico de Massachusegtts influencia
de su doctrina se refleja a lo largo de esta obra. Lporesabilidad en cuanto a la
forma especifica del desarroljola presentacion es. por supuesto, totalmente mia.

Todasy cada una de las materias clasicas de la fisica fueron desarrolladas ori
ginalmente por induccién directa a partir de la observac@perimental. Los
desarrollos inductivos de la mecanigale la teoria electromagnética condujeron
subsiguientemente a nuevas formulaciones sobre postujagason mas elegantes,
abstractas y concisas. La formulacién de Newton de la mecanitdup a las
formulaciones de Lagrangede Hamilton. de la misma forma que la ley de Coulomb
y la regla de Ampere llevaron a las ecuaciones de Maxwell.

Las finalidades buscadas al apelar a formulacionetraattas han sido varias.
En primer lugar, los postulados concisos exhiben mas explicitamente la-consis
tencia interna de la estructura ldgica. Ademas, después de una experiencia suficiente
con los postulados abstractos, resulta posible reaémagar a una comprension
e intuiciéon mas profundas que sobre la base de la teomzeatal.Y, por ultimo,
las formulaciones abstractas frecuentemente sugiengermiten llevar a la prac
tica importantes extensiongsgeneralizaciones de la teoria, del mismo modo que
el desarrollo de la mecéanica cuantica se vio facilitado por lenfdacion deHa-
milton de la mecanica clasica.

Es un hecho notable que la termodinamica sea la Ultima de daslgs teorias
clasicas que ha sufrido una reformulacién mediante postuladisrdzones de
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esta demora residen en el caracter cientifico del periodo durante el cuahta ter
dinamica experimenté su mayor desarrolofinales de siglo, la teoria molecular
de la materia estaba en tela de juicio. y se mantenian serias dudas acerca de s
veracidad absoluta. Por esta razén, se consideré masadi® mantener las bases
de la termodinamica tan ligadas como fuese posible a las clrsenes experi
mentales macroscopicas. La teoria molecular ha ficatio después en la teoria
cuanticay no podemos continuar mirandola con desconfianza. La mecésiaga e
distica ha sido liberada de las contradicciones y los artificios @eesariamente
aparecieron al intentar acomodar la dinamica atémesgrd de un molde clasico.
De hecho, la situacion se ha invertido de tal modo que &oRrte consideramos
que la mecanica cuantica y la mecanica estadistica cuantica sofiabiés que
nuestras ciencias macroscopicas. aunque sigue siendo deseable preservar la
termodindmica como una disciplina macroscépica completa, auténoistiyta

de la mecanica estadistica, es sin embargo conveniente arladde tal modo
que sus postulados basicos sean aquellos que estén mas directamenteadgacion
con sus fundamentos mecéaniestadisticos Ultimos.

La formulacién de la termodinamica mediante postosazbnsidera los estados,
mas que los procesos, como elementos fundamentales. En ladgums no se
incluyen consideraciones sobre el ciclo de Carnot ni sobre la impdsithilde
los moviles perpetuos de diversas especies, sino que las funciones de estado, |
energiay la entropia se convierten en los conceptos basicos. Con ello se obtiene
una enorme simplificacién en el aparato matematico, pues los prosesoffo
ducen simplemente como diferenciales de las funciones de estad@t@&do con
vencional procede inversamente, de los procesos a lasfiesaie estado, mediante
el procedimiento, relativamente dificil, de la integraciéon de ecuacidifeenciales
parciales.

El bagaje matematico requerido en este libro es el calculo elerhetdaico,
mas un pequefio nimero de temas especiales (tales como las transformatgone
Legendrey los aspectos mas simples de la teoria de las formas cuadnatipie
se tratan en el texto o en los apéndices. Los estdiatal Ultimo afio de los De
partamentos de Fisica, Quimica e Ingenieria de la Universidadedsil¥ania
han seguido el curso satisfactoriamente sin encontrar nanglificultad especial
ni matematica ni conceptual.

He escrito este libro de texto como una introduccion a lmddinamica para
estudiantes avanzados o graduados de primer @ft@. que los diez primeros
capitulos acerca de los principios de la termodinamicdripa ser utilizadosam-
bien ventajosamente en un curso elemental en el primer umieérsitario. En tal
caso, deberia omitirse el capitulo octavo y las doisnak secciones del capitulo
noveno concernientes a consideraciones de estabilidaodria utilizarse conjun
tamente cualquiera de los excelentes libros que existen sobre las aplicaciones de [
termodinamica.

El plan de estudios del graduado se ve continuamente sometfmtesenes
para la inclusién de temas modernos, y las materias clasicas tales como la termo
dinamica tendran finalmente que ser tratadas por completo®nursos previos
a la graduacion. Tales cursos deben proporcionartabiesite un conocimiento
completo tanto de los fundamentos como de los avances m@artantes de la

Prélogo ix

investigacion contemporanea. Se pretende alcanzar estos objetivos eedante
obra mediante una estricta concentracion en los pringifgdricos, con exclusion
Je descripciones de aparatos y detalles experimentales.

Finalmente, dado que la mecéanica estadistica, la teoria cinética de los gases
v la teoria cuéntica de sélidos vy liquidos estan intimaenéigadas a laermodi-
namica, un breve comentario acerca de sus interrelaciones pemdtar Util para
el lector.

Una aproximacion fundamental a la teoria de las propiesianacroscopicas
dela materia presenta tres aspectos. En primer lugar, estéaleterizacion detallada
de la estructura y los estados atémicos en términos del formaldenia mecanica
suantica. En segundo lugar, procede la aplicacién defesderaciones estadisticas
a estos estados; ésta es la materia propia de la mecanica estadisgn tercer
lugar. debe considerarse el desarrollo de las consecuenc@assv@picas de la
teoria estadistica, que constituyen el objeto de lemdeinamica.

Las teorias de la mecanica estadistica y de la termodi@dnmicestan restrin
gidas a modelos particulares de la materia, sino que son generalepenididates
de cualquier modelo. La teoria del estado sélido, la teoriagléquidos y la teoria
cinética de los gases son los resultados a los que se llega cuando se aplican estas
consideraciones generales a modelos definidos. Las teorias especificas son mas
detalladas en sus predicciones que la mecanica estadjsticaermodinamica,
pero estan sujetas también a las simplificaciones inevitables en cualquier modelo
de estructura de la materia tratable analiticamen'te. La mecanica estadistica y la
termodinamica proporcionan un marco general riguroso paraseradlo de las
teorias especificas de la materia, y adquieren una nueva importancia en relacion
con la teoria del estado sdélido, sumamente pragtiea rapido desarrollo.

Todas y cada una de las cuestiones que anteceden guardan relacitas con
propiedades de los sistemas en equilibrio. En los Gltimos afioslévhdo a cabo
una importante aplicacion del método termodinamico fueraldadinio del equi
librio. La teoria asociada se conoce generalmente como tendmica irreversible
0 como teoria de los procesos irreversibles. Parece probable que esta nueva am
pliacién de la teoria dé lugar a uno de los mas importantes hallazgos del método
termodinamico. Algunos resultados de la teoriaadéetmodinamica irreversible
se presentan en los capitulos finales de este libro.

HERBERT B. CALLEN
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Conceptos basicoy postulados

1.1 Naturaleza de la termodinamica

La mecénica, la electricidag el magnetismo,y la termodindmica son tres
divisiones paralelas de la fisica macroscopica clasica. La manera enuge s
esta division natural puede apreciarse considerando la akza de lasobser-
vaciones macroscopicayg su relacién con la estructura atdmica fundamental de
la materia.

Desde el punto de vista atobmico, una muestra macroscopica terimnas
un conglomerado de un nimero enorme de electrgmagcleos. Una descripcion
matematica completa de la muestra consiste, puds, especificacion de las coor
denadas adecuadas para cada elegtréada nucleo. De este modo, se requieren
del orden del0%4 6 10%° coordenadas para describir el estado de un litro de alcoho
Ahora bien, este tipo de descripcion es indudablemeatalw en cierto sentido,
pero, evidentemente, no es la que consideraria adecuadaméré que redacta
la etiqueta de la botella. Para describir macroscopicéenen sistema se requiere
un escaso numero de parametros, en contraste coroehemumero requerido
para una descripcion atomistica. En la transicion deddeivel de descripcion
atomico al macroscoépico se produce una simplificacion enorme, asi cormo
dréstica reduccién en el nimero de variables necesarias

La clave de la simplicidad de la especificacion macroscopica se encuentra en
la lentitud de las medidas macroscopicas en comparacién coapldez de los
movimientos atdmicos. Durante el tiempo real en que se estaardb una medida
macroscopica, los atomos del sistema experimentan mavioieenormemente
rapidosy complejos.

Una medida macroscopica de longitud puede realizarkecando una regla
graduada al lado de una muesyraomando una fotografia. El tiempo de medida
viene determinado por la velocidad del obturador de la camara, quantigte,
es del orden de una centésima de segundo. En cambio, etlperé&acteristico
de los movimientos atomicos @9~ '* segundos!

Incluso durante una medidaapida», completada en un solo microsegundo,
los atomos de un solido tipico experimentan alrededofdeillones de vibraciones.

4 Conceptosbasicos y postulados

En consecuencidas medidas macroscopicas detectadamente ralores medios de

las coordenadas atémicakl proceso matematico de calcular el valor medio respect
a una coordenada la elimina evidentemente de la formulamétematica. por

lo que podemos ver, en principio. de qué modo se reduce el nUmero dalellas
pasar del nivel de descripcidon atémico al macroscopico.

Aunque el promedio estadistico reduce drasticamentelleno de variables
necesarias, no las elimina todas. De [0** pardmetros atdmicos originales, un
pequefimmtmero de ellos, muy especiales, sobreviven al proceso de determinacién
de los valores mediog permanecen como parametros apropiados para la des
cripcion del sistema macroscépidd.,dicho de otro modo, de la multitud de ceor
denadas atomicas, hay unas pocas que poseen la propiedad excepcional de ser
observables macroccépicamente. El criterio fortraéra este pequefio nimero de
coordenadas es un tanto sutil, pero la idea general pumgtesentarse por una
simple analogia.

Figura 1.1

Supongamos que nuestro sistema macroscopico es el refaéseen la fi
gura 1.1, constituido, no pot0** atomos, sino solamente por once. El sistema
estd formado por un atomo pesado cengrdD atomos ligeros, de masas iguales,
colocados simétricamente. Btomo central tiene una carga positiva de dos-uni
dadesy dos de los atomos ligeros, situados a ambos lados delbétentral, poseen
cargas negativas de una unidad. Cada uno de los atomosgestéd & sus vecinos
por fuerzas lineales simples, representadas por resortes en la figura 1.1

Los movimientos de los atomos individuales estan fueersim acoplados, de
tal modo que los 4&tomos tienden a moverse conforme a espuenganizados,
denominadosmodosnormales. Tres de tales modos normales de movimiento se
indican esquematicamente en la figura 1.2. En la fiduta, los dos atomos ligeros

* M. J. Klein y L. Tisza, MIF. R.L.E. Rept. 111, 1949.
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(¢)
Figura 12

cargados permanecen fijos. mientras que los atomos ligeros despraléstasga
vibran desfasados por pares a lo largo de la direccién tangencial. Emida figR6,
todos los atomos ligeros vibran en fase a lo largo de las direcciones radialles. En
figura 1.2¢, los atomos ligeros vecinos vibran desfasados a lo largo de la direccién
tangencial. Existen muchos otros modos normales simples de movimjgs1o,

los tres que hemodescrito seran suficientes para nuestra discusion.

En lugar de describir el estado del sistema especificando la posicion de cada
atomo, es mas conveniente (y matematicamente equivalente) especificar la am
plitud instantdnea de cada modo normal. Estas ampliteeldenominanceorde-
nadas normalegy el nimero de ellas es exactamente igual al nimero de coordenadas
atébmicas. Estamos interesados aqui en comprendeitativaimente cémo la
mayoria de estas coordenadas normales se pierden en el procafistiest de
promediar. en tanto que sobrevive un pequefio nimer@oelenadas normales
singulares.

En un sistemamacroscopico compuesto por once a&tomos no existe ninguna
distincién precisa entre las observaciomescroscopicas/ atomicas. Para fines de

6 Conceptos basicoy postulados

ilustracion, sin embargo, consideraremos una obsenvamiécroscépica como
una especie de observaciédifusa» que nos permite discernir las caracteristicas
groseras pero no los detalles finos. Una observagig@iinica macroscopica puede
hacerse examinando el sistema a través de un cristal ahumada, gbservacién
eléctrica macroscopica puede llevarse a cabo explorando los campos @éctric
alrededor del sistema con una sonda muy gruesa. En todos los cabesgmten
derse que la insensibilidad a los detalles finos representa de una maniativaual

el promedio estadistico que esta implicito en las obsermasianacroscopicas
verdaderas.

Cuando se examina través de un cristal ahumado, el modo de movimiento
de la figural.2a resulta imposible de observar: éste representa eldg@oodo
normal que resulta eliminado por el promedio estadistRor el contrario, el
modo de movimiento de la figura2b esta asociado con un cambio en bloque
del tamafio del sistema,; se trata, basicamente, de un aumentuteen. Dicho
modo puede observarse incluso a través de un cristahatio y, consecuente
mente, se conserva a lo largo del proceso de determmadei@promedio estadistico.
Debido a la supervivencia de este tipo de modo normal. el volumen es un parametro
vélido en la descripcién de un sistema macroscoépico. Finalmenheguauel modo
de movimiento de la figurh 2¢ no puede observarse a través de un cristal ahumado,
podemos ver que el mismo esta asociado con un momdiptdar eléctrico ma-
croscopico. Las cargas negativas sufren un desplazamientocortrelacion a la
carga positiva. En la figurl.2¢. este desplazamiento relativo estd representado
en sentido ascendente; medio ciclo después, el desplazamieativorelerd des
cendente, y el momento déipolo se invertird. El modo de la figurh2c es obser
vable cuando se realiza un exametifuso». El modo de la figural.2c, por con
siguiente, sobrevivira al promedio estadistico, con lo que el embondipolar
eléctrico se convierte en un parametro valido para la desién de un sistema
macroscopico. De nuestros tres modos de movimientmiatd uno se pierde
en el proceso de promediar. otro sobrevive como un paranme¢canico (el volu
men), y el Ultimo sobrevive como un pardmetro eléctrilonfomentodipolar)
del sistema macroscopico.

El ejemplo que acabamos de discutir ilustra un resultado gerigehlenorme
numero de coordenadas atomicas, un grupo muy poco namaete ellas, con
propiedades de simetria singulares. sobrevive ampdio estadistico asociado
con la transicion a una descripciébn macroscopica. Adguhe estas coordenadas
supervivientes son de naturaleza mecanica: el volumen, los parardes@#ptivos
de la forma, los componentes de la deformacion elastica,Gitas coordenadas
supervivientes son de naturaleza eléctrica: los nrmbosedipolares eléctricos, los
momentos dipolares magnéticos, los momentos multipotdivessos, etcE! objeto
de la mecénica (con inclusién de kasticidad, la hidrodindmicay la reologia) es
el estudio de un conjunto de coordenadapervivientes. El objeto de la electricidad
(con inclusion de la electrostatica, la magnetostatigeel ferromagnetismo) es el
esiudio de otro conjunto de coordenadagervivientes. Con esta perspectiva ahora
estamos preparados para enfrentarnos a la intermge;qué es la termodina
mica?))

La iermodinamica es el estudio de las consecuenciagasedpicas de lagnnu-
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merables coordenadas atOmicague. en virtud del promedio estadistico, no aparegen
explicitamente en la descripcion macroscépica de un sistema dado.

Ahora bien,cuales son las consecuencias principales de la existencia de los
modos atémicos «ocultos» de movimiento de los que spaoleutermodinamicaf?
Hay una consecuencia principal que podemos percibir inmediatandentmodq
cualitativo y que ilustra la naturaleza de los problemas los cuales nos enfren
taremos deaqui en adelante. Recordemos primero que en las otras dos cigncias,
la mecéanica y la electricidad, estuvimos interesados en eleptmale energid.
La energia puede transferirse a un modo mecanicandgstema, denominando
a tal transferencia de energitiabajo mecanicoAnalogamente, puede transferirs
energia a un modo eléctrico de un sistema. El trabajo mecanico esta tipificado
por el término— P4V (Pes la presion W es el volumen), y el trabajo eléctrigo
esta tipificado por el términe- EdZ (Ees el campo eléctrico 2 es el momento
dipolar eléctrico). Estos términos energéticos y varios otros térmieosrabajo
mecénico y eléctrico se tratan con amplitud en las referencias c&décéa me
canica y la electricidad. Ahora bieesigualmente posible transferir energia a Ig
modos atdmicos de mocimiento ocultos que a aquellos gudtae sermacrosco-
picamente observabled.a energia transferida a los modos atémicos ocud
denominacalor. La existencia deun término de calor adicional a los térmings
de trabajo mecénico y eléctrico es la consecuencia mas notable de la existencia
de las coordenadas atémicas ocultas. Asi, gran parte denf@dinamica se ocupa
de los procesos de transferencia de calor.

Después de esta presentacion cualitativa, pasareméstascdefiniciones y
convenios necesarios para el desarrollo tedrico.

e

D O

1.2 Composicion de los sistemas termodindmicos

La termodindmica es una materia de gran generalidplicable a sistemas
de estructura complicada con todo tipo de complejapipdades mecanicas,
eléctricas y térmicas. Sera sobre las propiedadesdasnsobre las que vamos a
enfocar principalmente nuestra atencion. Por estédrraes conveniente idealizar
y simplificar las propiedades mecénicas y eléctricas de los sistemas qdiemstsi
inicialmente. De modo anélogo, en mecéanica consideramos sistemas sin |carga
ni polarizacion, y en electricidad se estudian sistenespibvistos de compresibi
lidad elastica y otros atributos mecanicbs. generalidad de cualquiera de est«Ls
materias no se reduce esencialmente por esta idealizac@épuéls que se ha-es
tudiado el contenido independiente de cada una de ellas es astidousencilla
‘combinarlas para tratar sistemas con complicadas propesdadctricayy meca
nicas simultdneamente. Analogamente. en nuestro estigia termodindmica
idealizaremos nuestros sistemas de tal modo que sysefdewles mecéanicas
\'eléctricas resulten casi trivialmente elementales. Una vez que se ésgaallado
asi el contenido esencial de la termodinamica, resultara también uestiGn
Eimple el extender el andlisis a sistemas con estructuesinica y eléctricaela-
kivamente complicadas. El punto esencial que deseamos destacar reside en gue las
‘restricciones acerca de los tipos de sistemas corgldsien varios de los capitulos
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siguientesno son limitaciones béasicas en cuanto a la generalidad de la tesria
modinamica, sino que se adoptan solamente para simplificar la eifusi

Limitaremos nuestra atencion sistemas simplesdefinidos como aquellos
sistemas que son macroscopicamente homogéneos, isétrdpprovistos de carga
y quimicamente inertes, que son suficientemente granoie® @ara que puedan des
preciarse los efectos de superficig,que no estan afectados por campos eléctricos,
magnéticos, ngravitatorios.

Para tal sistema simple no existen coordenadas eléctricas macroscapicas d
ningun tipo. El sistema esta desprovisto de carga y no tiene momeptdards,
cuadripolares. o de orden mayor, ni eléctricos ni magnéticosod éws compe
nentes de cizalladura eléstica y cualesquiera otrofpetros mecénicos analogos
tienen valor cero.

Aunque los diversos parametros mencionados no se a@icemnsistema simple,
el oolumen V es un parametro mecanico importante. Ademas, un sistema simple
tiene unacomposicién quimicalefinida que debe describirse por un conjunto de
parametros apropiados. Un conjunto razonable de pdrasnele composicion
estaria constituido por el nimero de moléculas de cada arlosdcomponentes
guimicamente puros que mezclados componen el sistema. vz para obtener
nameros de magnitud mas cémoda, adoptaremasirkero de molesgefinido
como el nimero real de moléculas de cada tipo dividido por el ndrde Avo-
gadro (6,024x 1023).

El numero de moled\, del k-simo componente quimico de un sistema puede
calcularse comodamente como el cociente entre la masa de dicho @rtgon
y su masa molar.La masa molar es la masa de 6,0240%° moléculas.

Al describir la composicion de un sistema termodirc@mpor los nimeros
de moles de sus componentes quimicos, adoptamos implicitaelectiterio de
que dichos componentes puros son permanentes e indivisibles. klaatadcon
sideraremos reacciones quimicas, en las cuales las especies maesufaea
cambios reales. Pero incluso en ellas se mantiene la integridad epeciestdmicas
individuales. Es evidente que tal tratamiento es inadecuado para describir el in
terior de una estrella incandescente, en la que los n&strprotones y electrones
individuales son los componentes fundamentales queelgn participar en com
binaciones transitorias para formar iones atémicos. Enctso, deberiamos
tomar los«nimeros de moles)N, como proporcionales a los numeros itha-
trones, protones y electrones. Sin embargo, para nuestros actuaiesogitop
ignoraremos la posibilidad de la ruptura moleculaatémica y describiremos
la composicién de un sistema por los nimeros de moles de sus nentps
quimicos.

Los parametros macroscépicgsN,, N,, ..., N, tienen una propiedad comun
que, segln demostraremos, es muy importante. Supéngase que pag&nos
ante dos sistemas idénticos, que vamos a considerar en conjuntowvsistema
Unico. El valor del volumen para el sistermampuesto es exactamente el doble
del valor del volumen de un subsistema simple. Analogameotigsy cada uno
de los numeros de moles del sistema compuesto son el doble del nUmese corre
pondiente a un solo subsistema. Los parametros déstems compuesto cuyos
valores son iguales a la suma de los mismos en cada uno de |los subsistéemas
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minan paradmetroextensivos.Los parametros extensivos desempefian un papel
fundamental en toda la teoria termodindmica.

Diversas relaciones de los parametros extensivos encontraran frecuente apli
cacion en nuestras discusiones posteriores. Si un sistemeeanazcla de com-

r
ponentes quimicos, lasrelacionesN, /{ 5 N.J(k=12...,7r)sedenominan
\j=1 "/ . .
fraccionesmolaresLa suma de la totalidad de lagracciones molares es la unidad.

La cantidad V/{ Y, Nj> recibe el nombre deolumen molar
j=1

Problemas—Seccion1.2

1.21. Se disuelven 10 g d€INa y 15 g de azlca(C,,H,,0,,) en 50g de agua pura.
El volumen del sistemaermodinamico resultante es 55 cin ;Cudles son los nimeros de
moles de los tres componentes del sistenfalZles son sus fracciones molares? ;,Cual es
el volumen molar del sistema?

1.22. Se mezclan 20 cinde cada una de las sustancias siguientes: alcefflido
(C,H,OH; densidad= 0,79 g/cm?), alcohol metilico (CH,OH: densidad= 0.81 g/cn®)
y agua(H,O; densidad= 1,0 g/cm®). ;Cuéles son los nimeros de moles de los tres compo
nentes del sistema?

1.23. Los elementos mas frecuentes en la naturaleza son mezclas de vargmso
y los pesos atomicos dados en las tablas quimicas repeesel peso atémico medio de
la mezcla. Si el analisis termodinamico no tiene que amiEa problemas de separacion
de isétopos, su mezcla puede considerarse como una sola saisjantdizarse el peso ato
mico medio para calcular el nmero de moles. En cambio, sieptasinterés estudiar la
separacion de isétopos, cada uno de ellos tiene quedesasse como un elemento com
ponente independiente, con su propio peso atémicovithealizado.

La composicién delitio existente en estado natural es 7,5 por 100 atomidoitiémasa
atomica= 6.01697)y 92,5 por 100 atéomico de i (masa atémica= 7,01822). Hallense
los nimeros de moles de cada uno de los is6topos leg de muestra.

RespuestaN(Li®) = 10,8.

1.2-4. Una muestra de 10 g estéa constituida por 70 por 100 moledelHk,, 20 por 100
molecular de HD (deuteriuro de hidrégeng)10 por 100 molecular dB,. ;.Qué masa adli
cional deD, ha de afiadirse si la fraccion molar ig en la mezcla final tiene que s@2?

1.3 Energia interna

El desarrollo del principio de conservacion de la energissida uno de los
logros més importantes en el progreso de la fisica. La forma adéudicho prin
cipio no se descubrié en un alarde espectacular de clangidesino que ha sido
desarrollada lenty laboriosamente a lo largo de dos siglosnedio. El primer
reconocimiento de un principio de conservacion, hecho pabrlitz en1693, se
referia Unicamente a la suma de la energia cinélicar?) y la energia potencial
(mgh) de una masa puntual simple en el campo gravitatorio teereAt medida
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gue fueron considerados tipos adicionales de sistetaaforma establecida del
principio de conservacion fall6 repetidamente, penotodos los casos resultd
posible restablecerla por la adicién de un nuevo término matemnatuna«nueva
clase de energia)). Asi, la consideracién de sistemas cargegisié la adicion

de laenergia de interaccion déoulomb (Q,0Q,/r) y finalmente de la energia del
campo electromagnético. En 1905, Einstein extendi6 el prin@pia relatividad,
afiadiendo términos tales como la energia relativista de la masgpeso. En la
década de 193Enrico Fermi postuld la existencia de una nueva particula, que
denomindneutrino, exclusivamente con el propésito de mantener la validez del
principio de conservacion de la energia en las reacciones nucleaiesestigacion
actual en fisica nuclear pretende encontrar la forma de iciéraentre losnu-
cleones dentro del nicleo con el objeto de que el principio de camén pueda
formularse explicitamente a nivel subnuclear. A pedar hecho de que quedan
problemas de este tipo sin resolver, el principio de conservacion de la &rsergi
sigue aceptando como uno de los principios mas fundatesntgnerales e impor
tantes de la teoria de la fisica.

Considerando un sistema macroscopico como conglornedadun ndmero
enorme de electrones y nicleos. que interaccionan con fuernaglejas pero
definidas a las cuales es aplicable el principio de conservacion deetgi® se
llega a la conclusion de quies sistemas macroscépicos poseen energias definidas
v precisas. sometidas a un principio de conservacion deteado. Es decir, desde
ahora aceptaremos la existencia de una energia perfectamente definida en todo
sistema termodinamico como manifestacion macroscopica de undelepnser
vacion, muy desarrollada, probada hasta una precision extrema gna@aente
de generalidad absolutanivel atomico.

La justificacion que antecede de la existencia de la funcién energia termodi
namica es totalmente diferente del método seguido histéentan Debido a que
la termodindmica se desarrollé en gran parte antes deenceptase la hipotesis
atomica, la existencia de una funcién energia macroscépica conservatiea hu
de ser demostrada por medios puramente macroscépicos. Un pasadengos
tancia en esta direccion fue dado por el Conde de Rumford7@8, &l observar
ciertos efectos térmicos asociados con el torneado de los cafiones de Bionce.
Hurnphry Davy, Sadi Carnot, Robert Mayer vy, finalmenémt(e 1840 yl1850),
James Joule condujeron los esfuerzos iniciales de Rumford a su culmiftagean
La historia del concepto de calor como forma de transmid®energia no ha sido
superada hasta ahora como estudio ejemplar en erdiésdortuoso de la teoria
cientifica, como ilustracion de la inercia casi insuperable que presentan las doc
trinas fisicas aceptadas, y como relato espléndido del ingenio humaicadipb
un problema sutil y abstracto. El lector interesado dgueonsultarThe Early
Development of the Concepts of Temperature and Heatle D. Roller (HarvardJni-
versity Press]950), «The Caloric Theory ofHeat», deS.C. Brown [Am.J.Phys.18,
319(1950)], o cualquier trabajestandar referente a la historia de la fisica.

Aungue no recurriremos explicitamente a los experimemt®@sRumford y
Joule para justificar nuestro postulado deelastenciade una funcién energia,
hacemos referencia a ellos en la seccion 1.6, en nuestro estudio spbsibilalad
de medirla energia termodindmica.
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Unicamente las diferencias de energia, y no los valorsslatos de la misma,
uenen significado fisico, tanto a nivel atémico como en sistemas macroscopicos.
Por ello, se acostumbra a adoptar algun estado particulaistiing como estado
de referencia, cuya energia se considera arbitrariamenge lraibnergia defistema
en cualquier otro estado, referidala del estado de referencia, se conoce entonces
como energia internatermodinamica del sistema en dicho estado, y se representa
por el simboloU.

Al igual que elvolumen y el numero de moles, la energia interna es un parametro
extensivo.

1.4 Equilibrio termodinamico

Es solamente cuestion de conveniencia el que hayamoslidieciestringir
temporalmente nuestra teoria a los sistemas simples. De naturaleha mas
fundamental resulta la restriccion ulterior de la teoria referida a siegtados
simples de cualquier sistema dado Los estados simples particulares a los que se
aplica la termodinamica se denominastadosde equilibrio.

Incluso una consideracion sumaria de los diversos estaglasm distema dado
pone en evidencia que algunos estados son relativamente simples yootnetas
tivamente complicadosAsi, un fluido en reposo se encuentra evidentemente en
un estado mas simple que en flujo lamindrun fluido en flujo laminar se halla,

a su vez, en un estado mas simple que en régimen turbulento. Ademas, se observa
experimentalmente que los sistemas aislados tienden en general uziaval
espontaneamente hacia estados finales simples. La turbulencia erstérsas
fluidos se amortigua con el tiempo; la falta de homogeneidad enraestdracion
desaparece finalmente debidolas corrientes de difusion; y las deformaciones
plasticas ceden ante tensiones internas no homogéneas. Ealmptaruna teoria
fisica intente en primer lugar tratar Ipsopiedades asociadas con los estados mas
simples de un sistema, en lugar de atacar tddos os estados posibles poradosplic
gue sean, de una forma completamente general. Se ha dkeshkrruna teoria
restringida de los estados de desequilibrio redatiente complicados, bajo la
denominacion deermodindmica irreversible, en tanto que la termostatica estudia
so6lo las propiedades de los sistemas en equilibrio.

La discusion que antecede es cualitativa y sugererds, que formal o precisa.
Consecuentemente, intentaremos reformular la descripcion del equdirmodo
gue nos proporcione la base para el desarrollo teérico postéshora bien, un
criterio formal de simplicidad consiste en la poéilaid de descripcion en términos
de un nimero pequefio de variables. Por estén, parece razonable adoptar el
postulado siguiente, sugerido por la observacién experimenaasgncillez formal,

y que debera ser comprobado posteriormente por el éxito @erfa que se derive
del mismo:

Postulado 1. Existen estados particulareédenominados estados de equilibrio)
de los sistemas simples que, desde un puntasdemacroscopico, rstan caracterizados
completamente por la energia internd, el columenV y los ndmeros de moles
N,,N,, ..., N, delos componentes quimicos.
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A medida que se amplia la generalidad de los sistemas adeoas introdd
ciendo propiedadesiecanicas y eléctricas cada vez mas complicadasp@hero
de parametros necesarios para caracterizar un estadoudé® g aumenta por
la inclusion de parametros tales como el momedipolar eléctricoy algunos
parametros de deformacion elastica. Estas nuevasblesialesempefian en el
formalismo un papel completamente analogo al del volunveen un sistema
simple.

Un problema permanente del experimentador consiste enrmdigiar de algin
modo si un sistema dado se halla realmente en un estado dibegal que pueda
aplicarse el analisis termodindmico. Puede, por supuediservar si el sistema
permanece estatico y en repogagechazarlo si no es asi. Pero el reposo no es su
ficiente. Como hemos aceptado que el estado queda caracteriaagetamente
por los parametros extensivds, ¥, N,, N,, ..., N,. se sigue que las propiedades
del sistema tienen que ser independientes de su historia.ublaepafirmarse que
esto sea un método adecuado para reconocer un estado dibremuilero, en
ciertos casos. es evidente que esta independencigritesho se satisfacey tales
casos aclaran algunos aspectos del significado del equilibrio. Asip@aas de
acero comercial quimicamente idénticas pueden termpigadades muy diferentes
conferidas por la laminacién dhio, el tratamiento térmico, el templeel recocido
del proceso ddabricacion. Tales sistemas no estan en equilibrio, evidentemente.
De modo anélogo, las caracteristicas fisicas del vidrio dependeu delocidad
de enfriamiento y otros detalles de su fabricacién, pague el vidrio no constituye
un sistema en equilibrio.

Si un sistema que no se encuentra en equilibrio se analizee dabbase del
formalismo termodinamico basado en la suposicion del diioli aparecen i
consistencia~en dicho formalismg, los prondésticos que resultan no estan de
acuerdo con las observaciones experimentales. Este falla @mria lo utiliza el
experimentador como un criterio a posteriori para dereestados de desequilibrio.

En aquellos casos en que surge una inconsistencia inélgpenael formalismo
termodindmico, la teoria estadisticuantica mas detallada proporciona usual
mente razones validas que explican por qué el sistema cemzd el equilibrio.
Las discrepancias tedricas ocasionales que se prestem@n por tanto un gran
valor heuristico al dirigir la atencion hacia alguna complicacion insosmetzh
en los mecanismos moleculares del sistema. Tales circunstancias condujaion
descubrimiento del ortoy parahidrégeno*y a la comprension del mecanismo
molecular de la conversion entre ambas formas.

Desde el punto de vista atomico, el estado de equilibrio nsaémico esta
asociado con transiciones incesanyesapidas entre todos los estados atdmicos
compatibles con las condiciones de contorno dadas. Seeanismo de transicion
entre los estados atémicos es suficientemente eficaz, el sistemagpidamente

* Si los dos nlcleos de unaolécula de hidrégeno tienen niomentos angulares paralelosolécula
se denomina ortohidrégeno; si los momentos sotiparalelos, parahidrégeno. La relacién derto-
hidrégeno aparahidrégeno en el hidrogeno gaseoso debe tener un valor definido equélilerio. pero
esta relacion puede no alcanzarse en ciertas condiidree consiguiente imposibilidad de que el hi
drogeno satisfaga algunas ecuaciones termodinamiaatsvdnla investigacion de sus formas oryo
para.
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por todos los estados atomicos posibles en el curso debservaciénmacros-
copica; tal sistema se halla en equilibrio. En cambio, en ciectagliciones sin
gulares, el mecanismo de la transicion atémica puede stacihm, y el sistema
puede verse aprisionado en un pequefio subconjunto de gstdoicos atipicos.
O. incluso aunque el sistema no esté completamente aprision@adelocidad de
transicion puede ser tan lenta que una media@oscopica no proporcione el valor
medio correspondiente a todos los estados atémicableesEn estos casos, el
sistema no esta en equilibrio. Es evidente, por supuesto, que sitiesciones tienen
més probabilidad de presentarse en los sistemas soélidosnglos fluidos, debido
a que la movilidad atémica comparativamente alta de istersas fluidos y la
naturaleza aleatoria de las colisiones interatdmseasponen fuertemente a cual
quier restriccion sobre las probabilidades de transicion atomica.

En la realidad pocos sistemas se hallan en equilibrio absoluterdadero.
sino que muchos se encuentran eqquilibrio metastable En el equilibrio absoluto
todos los materiales radiactivos se habrian desintegpor completo. todas las
reacciones nucleares habrian llegado a su térmyira, sistema guardaria poca
semejanza con los sistemas terrestres. Estas raascigue requeririan tiempos de
magnitud césmica, se ignoran al decir que el sistema se &k quilibrio metastable.
Volvemos al criterio, atn a riesgo de formar un circulo vicioso, dewqusistema
estéefectivamente en equilibrio (esto es, en equilibrio metastable) si sopedades
son compatibles con la teoria termodinamica.

15 Paredesy ligaduras

La descripcion de un sistema termodindmico requiere la especificacidas de
«paredes» que lo separan de los alrededores y que proporcionan sdicimres
de contorno. Es mediante manipulaciones de las paredes se alteran los para
metros extensivos del sistema y se inician los praceso

Los procesos iniciados manipulando las paredes es@eiaalos generalmente
con una redistribucién de alguna cantidad entre digessstemas o entre diversas
porciones de un mismo sistema. Una clasificacion formal de las patedesdi
namicas puede basarse, segun esto, en la propiedad de lagspdeeghermitir
o impedir tales redistribuciones. Por ejemplo, consideratnssistemas contenidos
en el interior de un cilindro rigido cerrado y separagos un pistén interno. Si
la posicion del piston permanece fijada rigidamente, la paredénp redistri-
bucién del volumen entre los dos sistemas, pero, pistbn se deja libre, queda
permitida talredistribucion. Puede decirse que el cilindro y el pistén rigidamente
fijo constituyen una pared restrictiva con respectoaumen, y que el cilindro
y el piston movil constituyen una pared no restrictiva con eegpal volumen.
En general, se dice que una pared que constrifie un pammegnsivo de un
sistema a un valor definido y particular estrictiva con respecto a dicho para
metro, diciéndose en cambio que una pared que permite al parémariar libre
mente esno restrictivacon respecto al mismo.

Una pared que es impermeable a un componente quimiciesydartes restric
tiva con respecto al correspondiente nimero de molesptmais que una membrana

14  Conceptos basicoy postulados

permeable es no restrictiva con respecto al mismo. Las membrangesaeables
son restrictivas con respecto a determinados num@eosiolesy no restrictivas
con respecto a otros. Una pared provista de orificios es no ragtrézin respecto
a todos los numeros de moles.

La existencia de paredes que son restrictivas con respecto a la epstgia
asociada con el problema, de mayor envergadura, destetibilidad denedida
de la energia, al cual dedicaremos ahora nuestra atencio

1.6 Mensurabilidad de la energia

Basandonos en consideraciones atémicas. hemos llegado a podauaistencia
de una funcién energia macroscépica conservativa.e8ibargo, para que esta
funcion energia pueda ser significativa en sentido practico, hemestaleseguros
de que es macroscOpicamentarolable y medible. Vamos a demostrar a conti
nuacion que efectivamente existen métodos practicos de medittaenergiay al
hacerloasi, llegaremos también a una definicifimncional y cuantitativa del calor.

Una caracteristica esencial en nuestra demostracién de lalipesiie medida
de la energia es etconocimiento de la existencia de paredes que no permiten la
transmision de energia en forma de calor. Vamos a exporeremente una i
tuacion experimental simple que confirma que tales paredisteax

Consideremos un sistema constituido por hielo y agua cordgsad un reei
piente. Sabemos que el hiegpmede fundirse rapidamente agitando el sistema de
modoenergico. Al agitar el sistema le estamos transfiriendo evidentemenergia
por medios mecanicos, por lo que podemos colegir quieid@n del hielo esta
asociada con un aporte de energia al sistema. Si dejamms ajue el sistema
repose sobréa mesa durante un dia de verano, podremos observar que el hielo
funde espontaneamente a pesar de que no se realiza sobrengh gistbajo alguno.
Por consiguiente, parece razonable admitir que la enerecesaria es transferida
al sistema en forma de calor. Posteriormente, poderhesrear que, al cambiar
la calidad de las paredes que rodean al sistema desdepea ahetalica delgada
al vidrio grueso, hasta llegar a la pared tipo vaso Dewar (itaits por dodaminas
de vidrio plateado separadas por un espacio intermedie gue se ha hecho el
vacio), la velocidad de fusion del hielo se reduce progresivamentepBsérvacion
confirma indudablemente que las paredes de metal. de vigritel vaso Dewar
son progresivamentenenos permeables al trasvase calorifico. El ingenio de los
fisicos experimentales ha logrado paredes que son capaces @& tadeelocidad
de fusion del hielo a un valor insignificante, y tales paredes son, por consiguiente
aproximaciones excelentes a la idealizacion limite de wr@g que sea realmente
impermeable al trasvase calorifico.

Se ha adoptado el convenio de denomindiabdtica a la pared impermeable
al paso del calor, en tanto que aquélla que lo permite se coomo® diatérmica
o diatérmana.Si una pared no permite el intercambio de trabajo ni de casr.
restrictiva con respecto Ua energia. Un sistema confinado por una pared que es
restrictiva con respecto a la energia, al volumen y a lditt&td de los numeros
de moles se conoce como sistemialado.
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La existencia de estos varios tipos de paredes contesta afiamainie a la
primera de nuestras interrogantes respecto a la energia tednuda. Es decir,
ostas paredes demuestran que la energia es macroscopicacoetrmable. Puede
ser confinada por paredes restrictivas e intercambiadaiange paredesliatér-
micas. Si medimos en un momento dado la energia de un sisyesn&| sistema
esta confinado por paredes restrictivas con respedienergia, podremos estar
seguros de conocer la energia del sistema en cualquier momento. Sinpailedes,
el concepto de una energia termodindmica macroscégida puramente especu
lativo.

Podemos pasar ahora a nuestra segunda interrogarte:lganzensurahilidad
de la energia. Mas exactamente, lo que nos preocupasesteptibilidad de medida
de las diferencias de energilas Unicas que tienen significado fisico. Utilicemos
de nuevo la existencia de las paredes adiabayicdservaremos que, para un-sis
tema simple confinado por una pared adiabatica impermagabllnico tipo de
transmision de energia permitido es el trabajo. La &ede la mecanica nos pro
porciona férmulas cuantitativas para su medicién. Si dddja se hace por com
presién, desplazando un piston en el interior de un citindrtrabajo es el producto
de la fuerza por elesplazamiento; si el trabajo se realiza mediante agitacion.
es el producto del par de torsién por la rotacién anguldregedel agitador. En
cualquier caso, el trabajo esta perfectamente defipidoede medirse a partir de
la teoria de la mecanica. Llegamos a la conclusiéon de quenpasienedir la dife
rencia de energia entre dos estadum la condicién de que uno puedalcanzarse
a partir del otro por algin procesenecdnico mientras €l sistema estaconfinado por
una pared impermeable adiah(tica.

La cuestion global de la controlabilidadmensurabilidad de la energia puede
establecerse sucintamente como sighgisten paredes, denominadadiabdticas,
con lapropiedad de quee! trabajo realizado al hacer ecolucionar un sistema adiabdti-
camente aislado entre dosstados dados estd determinado totalmente por dichos
estados, conndependencia de todas las condicionescternas. El trabajo realizado
es ladiferencia de energia interna entrelos dos estados.

En la exposicion subsiguiente determinaremos cuan severa lasitacion
impuesta por la condiciéon precedente sobre la eleccion de los dooesid
embargo, por limitada que pueda ser nuestra eleccion de ambos £dimtEmos
que admitir que, al menos para tales pares de estados, lerdifa de energia
es susceptible de mediciog, podernos considerar un ejemplo especifico. Supon
gamos que tenemos un sistema compuesto por hiapua en un estado definido.
Confinemos el sistema en un recinto con paredes rigidas adiabéaticapermea
bles. A través de un pequefio orificio practicado en la pared haremos pasar u
delgado eje con una hélice en el extremo inteyiauna manivela en el extremo
exterior. Haciendo girar la manivela podemos realizar tjalsobre el sistema.
El trabajo realizado es igual a la rotacion angular del eje muttipla por el par
de torsién viscoso. Después de hacer girar el eje durante un tidefpodo se
deja que el sistema alcance un nuevo estado de equilinicel que se observa
gue se ha fundido una determinada cantidad de hielo.ifeaedcia de energia
entre los estados final e inicial es igual al trabajo que hemos realiahdhacer
girar la manivela.
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Examinemos ahora la posibilidad de encontrar un proeescnico que nos
permita alcanzar un estado arbitrariamente especificado, a partitraesstado,
también arbitrario. manteniendo durante el proceso &re ligado por paredes
adiabéticas e impermeables. Para determinar la existencia deptaleesos, ten
dremos que recurrir a la observacién experimentasaqui donde son aplicables
los famosos experimentos clasicos de Joule. Su trabajo puede interpratanse
la demostracion de queara un sistema confinado por una pared adiabatieger-
meable, dos estados de equilibrio cualesquiera, con ehismo conjunto dentimeros
de moles N,, N,, ..., N, pueden conectarse por algin proceso mecanitatible.
Joule descubrié que si se especifican dos estados (por ejefpld), puedeno
ser posible encontrar un proceso mecéanico (compatibleuoanpared adiabética
impermeable) que lleve el sisterdasdeA hastaB, pero siempre es posible eneon
trar o bien un proceso que lleve el sistema dea B 0 bienun proceso que lleve el
sistema dd a A. Es decir. que para cualquier pareja de est@dp® con nimeros
de moles iguales, existe el proceso mecaaitiabatico A - B o el B— A. Para
nuestros fines, cualquiera de estos dos procesos es igualmésfacsario. Estos
experimentos demuestran, por consiguiente, psenérodos de la mecdnica nos
permiten medir la diferencia de energia entre dos estados cualesquiera con igual
namerode moles.

La observacion realizada por Joule de que solamente puede existireune d
procesosA — B o B — A tiene un profundo significado. Esta asimetria de dos
estados dados esta asociada con el conceptorefrsibilidad, por el que nos
interesaremos mas adelante.

La Unica limitacion que queda en cuanto a la susceptibilidad de meditta d
diferencia de energia entre dos estados cualesquiera es el requisito de que los es
tados han de tener igual nimero de moles. Esta restriccion se elimina facilmente
por la observacion siguiente. Consideremos dos sens#st simples separados
por una pared impermeable supongamos que se conoce la energia de cada-sub
sistema (con relaciéon a estados de referencia apropiados, por supuesto). Si se retir
la pared impermeable, los subsistemas se mezclaran entrecsiapmergia total
del sistema compuesto permanecerd constante. Por consiguiente, la eletrgia
sistema mixto final se conoce por ser la suma de las energias de losesuhsist
originales. Esta técnica npsrmite relacionar las energias de estados con numeros
de moles diferentes.

En resumen, hemos visto qeazpleandgaredes adiabaticasy midiendo tnica-
mente el trabajo mecénico, puedeedirse la energia de cualquiesistema termodind-
ntico respecto a un estado de referencia apropiado.

1.7 Definicion cuantitativa del calor: unidades

El hecho de que la diferencia de energia entre dos estados cualespaeus
ceptible de ser medida nos proporciona directamente una defirdoi@ntitativa
del calor.A sabergl aporte dealor a un sistema en cualquier procegmra nimeros
de moles constantes) e®plemente la diferencia deenergia interna entre los estados
final e inicial menos el trabajo realizado en dicho proceso.
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Consideremos algin proceso especificado que lleve un sistema desde el estado
:mcial A al estado finalB. Deseamos conocer la cantidad de energia transferida
al sistema en forma de trabayda cantidad transferida en forma de calor en dicho
proceso particular. El trabajo se mide facilmente por los métal#ola mecanica.
Ademas, la diferencia de energia totdl, — U, puede medirse por los procedi
mientos indicados en la seccion 1.6. Restando el trabajo de lardifarde energia
total se obtiene el calor intercambiado en el proceso especificado.

Debe observarse que la cantidad de trabajo asociadaitenentes procesos
puede ser distinta, aun cuando cada uno de los procesos se inicie emelanis
tado A y termine en el mismo estadd De modo anélogo, el calor intercambiado
puede ser diferente para cada uno de los procesos. No @ydéasuima del trabajo
v el calor puestos en juego es exactamente igual a la diferdacémergia total
1, - U, yesla misma para todgscada uno de los procesos. Al hacer referencia
al intercambio de energia total, por consiguiente, ritemass especificar Uniea
mente los estados iniciglfinal, pero al referirnos a los intercambios de calor o de
trabajo aisladamente tenemos que especificar en detalle el proceso codsidera

Limitando nuestra atencién a sistemas termodinamicos simplesalehjo
cuasiestatico esta asociado a un cambio de volumerene dadocuantitativa-

mente por
aw, = —Pdv (1.1

dondeP es la presion. Al recordar esta ecuacion de la mecadel#&mos insistir
en que la ecuacion se aplica Unicamentgracesos cuasiestaticoklna definicion
precisa de los procesos cuasiestaticos se da en la seccion 4.1, peronaioara i
remos someramente la idea cualitativa esencial de tales procepasigamos que
estamos considerando, como sistema particular, un gas enzemadn cilindro
provisto de un piston movil. Si el piston se impulsa haciatecon rapidez, el
gas situado inmediatamente detras del piston adquiere energiz&ingirovoca
un movimiento turbulento, con lo que la presion no estara definida. En tal
caso, el trabajo realizado sobre el sistema no sera cuasiestaticoyendra dado
por la ecuacién 1.1. En cambio, si el pistdn se impulsa hacia delgrun modo
infinitamente lento (cuasiestaticamente), el sistema se@mra en todo momento
en un estado de equilibrio estatigpentonces es aplicable la ecuacion 1.1. La
«lentitud infinita)) del proceso es, de un modo general, la caracteristica esencial de
un proceso cuasiestatico; con todo, hacemos nuevamente referencia a la seccion 4.1
para una exposicion mas precisa.

Una segunda caracteristica digna de mencién de la ecuacién 1.ta@svehio
de signos adoptados. El trabajo se considera positivo si hace qereetgia del
sistema aumente. Si se reduce el volumen del sistema, se realiza trabajo sobre el
mismo, aumentando su energia; de aqui el signo negativo ezudecién 1.1.

A partir de la expresion cuantitativdl’,, = — P 4V para el trabajocuasi-
estatico, podemos dar una expresion cuantitativa para el calercambiado.
En un proceso cuasiestatico infinitesimal con ndmeros de moles constantes, e
calor cuasiestaticaZQ viene definido por la ecuacion

aQ = dU - dw,, para nameros de moles constantes  (1.2)
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0, lo que es lo mismo,
dQ = dU t P4V para nimeros de moles constantes  (1.3)

Se observara que empleamos los térmicader e intercambio calorifico indis-
tintamente. El calor, como el trabajo, es solamente una forenaadsmisicn de
energia. Una vez que se transmite energia a un sistema, bien $eana de calor
o de trabajo, no puede diferenciarse de la energigpgdiera haberse transmitido
de cualquier modo diferente. Asi, aungée y 4W,, se suman para daflU. no
existen cantidade$V,, ni Q que tengan significado por separado. La cantidad
infinitesimal 4W,, no es la diferencial de una cierta funcién hipotéti¢g,, y para
evitar esta interpretacibn marcamos con una raya eldéab Esto es cierto tam
bién para la cantidad’Q. Matematicamente, los infinitésimosdW,, y dQ se de
nominan diferenciales no exactas.

Los conceptos de calor, trabayoenergia pueden esclarecerse por medio de
una sencilla analogia. Cierta persona es propietaria de urepedstanque, ali
mentado por un canal y desaguado por otro. El estanque reacitbéétaagua de
las lluvias ocasionaleg la pierde por evaporacion. la cual podemos considerar
como «lluvia negativa)). En la analogia que deseamos establecertagige® es
nuestro sistema, el agua contenidaééres la energia interna, el agua aportada
por los canales es el trabajpgel agua transmitida en forma de lluvia es el calor.

Lo primero que se observa es que el examen del estanque no nesipdiedr
en ningln momento qué parte del agua contenid&l erocede de los canales
y qué parte lleg6 en forma de lluvia. El término lluvia hace referencia Unicamaent
un método deransferenciade agua.

Supongamos que el propietario del estanque quiere medir la cdndelagua
contenida enél. Puede adquirir medidores de caudal para introducirfodos
canalesy con ellos medir la cantidad de agua que entra y sale en el estanque er
forma de corriente. Pero no puede adquirir un medidor de lluvia.e$ibargo,
puede extender una lona alquitranada sobre el estarmotegiéndolo asi con
una pared impermeable a la lluvia (upared adiabdtica). Nuestro propietario,
en consecuencia, clava un poste vertical en el estanque, lo cubie lonaalqui-
tranada, e inserta sus medidores de caudal en los canalegsBeg@o una corriente
y luego la otra, el propietario del estanque puede variar el nivel del misme a vo
luntad, y consultando sus medidores de caudal pudaeonar el nivel del estanque,
en forma de lectura en su poste vertical, con el contenido totayule (&). Asi,
realizando procesos sobre el sistema confinado porpamned adiabatica, puede
medir el contenido total de agua para cualquier estado dehgse.

Nuestro servicial propietario retira ahora la lona alquitranadia de permitir
que tanto el agua de los canales como la de lluvia engrealgan del estanque.
Se le pide entonces que determine la cantidad de lluvia que enteh estanque
durante un dia determinado. El hombre procede simpleanéee la diferencia de
contenido de agua en el poste vertical, y de ésta substrae el aportefeetisado
por los canales, registrado por sus medidores de cauadiferencia es una medida
cuantitativa de la lluvia. La analogia estricta de cada unesttes procedimientos
con sus contrapartidas termodinamicas es evidente.




1.7 Definicién cuantitativa del calor: unidades 19

Puesto que el trabajpel calor se refieren a modos particulares de transmision
X ¢nergia. ambos se miden en unidades de energia. En el sistemal& Gr8dad
3¢ energia. y por tanto de trabajg calor, es el ergio. En el Sistema Internacional

Tabla 1.1 Unidades de energipa factores de conversion
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Problemas—Secciéon 1.7

1.7-1. Un cilindro provisto de un pistén contiene un gas a uresipn P. La seccion
transversal del piston es 10 énEl piston se desplaza hacia el interiomm. El trabajo re
querido para desplazar el piston es 0,035 cal. Hallese ladprésen atmdsferas.

1.7-2. ;Cual es el precio de la energia requerida para elevar una tameladmaterial
a lo alto del Empire State Building (381l de altura) si la energia se comprdaacompaiiia
de electricidad al precio d&63 Pta/kwh?

1.7-3. Un sistema dado es tal que un cambio adiabatico cuasiestatico en emeslu
para numeros de moles constantes da lugar &aurbio en la presién de acuerdo con la

ecuacion

P = constantey = ° 3

. Sulios Calorias [Atmosferas-|  Libras- Watios- | Caballos-
Ergios | (apsolute)| (mediar) Bru litro pic hora hora
_ B : 10 2389 9,480 9.869 7.376 2778 3.724
s - <10 | < 107 20 0 | x 107F | k107 | x 107
. 9,480 _ 2778 3,724
swoluto) = 10 1 0,2389 o b | 0009869 | 0.7376 T 1o -
4,186 55
e e media N 4136 1 000368 | 004131 | 3087 | ooortes | MY
% 10 x 10
.- a2ed termica britinica (Btu) — 03?0 1055 2520 | 10.41 7780 0.2930 ?,92?4
x 10 x 10
1,013 - N 75
i = eraclitro = e 101,3 2421 0.09607 1 74,73 0,02815 Jlo-s
1.356 3 . . 3,766 5,050
~apie e 1356 03239 0,001285 | 0.01338 1 ites harres
3.600 N . <
2t o-hora = e 3600 §60.0 3413 35.53 2655 1 0,001341
esiohort 2,686 2,686 0.6413 0.2545 2.649 1950 0,7457 .
-+Tsdo-hord B T < 10° x 10° Pt x 10 x 10° S0t

la unidad de energia es el julié, 107 ergios. Una unidad practica de energia es
la caloria, 6 4,1858 julios. Histéricamente, la caloria fue introducida paralime
¢l intercambio calorifico antes de que estuviese clara la relacién ealory trabajo,

v todavia persiste la tendencia a usar la caloria para el galqulio para el trabajo.
Desde nuestro punto de vista, sin embargo, la calpréhjulio son simplemente
unidades opcionales de energia, a emplear segin convemgmdapendencia de
si el intercambio de energia tiene lugar en forma de calor.atmjo o de cualquier
combinacion inseparable de ambos. Otras unidades cesndae energia son la
unidad térmica britanic@British thermal unit, Btu), la atmosferditro, el pielibra
(toot-pound) y el vatiohora. Cuando se requiere una precisién elevada, debesten
en cuenta que existen varias definiciones de la caloria ligeramente diferéntes:
caloria media, |la caloriaa 15' y la caloria 1ST (0 caloria de las tablas de vapor-in
ternacionales). Existen también dos definiciones del juliojukd absolutoy el
julio iniernacional. Sin detallar el desarrollo tortuosocomplejo de los patrones
v sus definiciones ni las laboriosas medidas experimentales de loseade con
version entre las distintas unidades, damos una lista parciatidades de energia
en la tabla 1.1.

Hallese el trabajo cuasiestatico realizado sobre éémisy el calor neto aportado al

mismo en cada uno de los tres procesos que se indican en la figuda @aceso se inicia
en el estadal, con una presion d82 atmy un volumen del litro, y todos ellos terminan
en el estadoB, con una presién dé atmy un volumen deB litros.

Proceso a:El sistema se expande desde su volumen inicial al final, aportdndosele calo

para mantener la presion constante. Se mantiene luegdardasel volumeny se extrae
calor para reducir la presion hatm.

Procesob . Se aumenta el volumense aporta calor para hacer guepresion disminuya

linealmente con el volumen.

Procesoc: Se invierte el orden dé&s dos etapas del proceso

Respuesta para el proceso a: W = —224 atm-|
Q = 188 atm-]
SZL A
Proceso b
T ~© Proceso a —
AN
= o)
E o)
s 5,
Q 7
oz’\
’J
Proceso
adiabatico
Proceso ¢
1= e\ B
P .
8

V(litros) —>

1.7-4. Se instala una pequefia rueda de paletas en el sistdnpaotdéemal.7-3. Su eje

se pasa a través de la pared del sistemaimselsa a 240 rps mediante un motor externo.
El par de torsion viscoso en la rueda de paletas es entd0*efina-cm. Si se deja que el
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motor realice asi trabajo sobre el sistema mientras elmefuse mantiene constanyeel
sistema permanece aisladadiabaticamente, se encuentra que la presién aumenta a un ritmc
dado por

dP 2

— Tw
di 3V

dondeT es el par de torsién viscosow es la velocidad angular de la rueda de paletas.
Utilizando el proceso anterioy el proceso de expansién adiabéatica descrito en el pro
blema 1.73, héllese la energia interna de cualquier estado deibqailcon presionP y
volumen V arbitrarios. Tomese el estadé (P = 32 atm, V = 1 litro) como estado de re
ferencia.
(Cuales son las cantidades de calor puestas en juego en cadasdppeada del proceso
en el problema.7-3? ;Y en cada etapa del procesd

RespuestaCantidad de calor en la primera etapa del procgse 560 atm-1.

1.7-5. Se ha encontrado gu&moles de un sistema particular de un solo componente
presentan una dependenciasde:nergia interna U respecto a su presignsu volumen dada
por

U= APV? (paraN = 2)

dondeA = 10 cm 3. Compruébese que al duplicar el sistema se duplica el volurzen,
energiay el nimero de moles, pero la presion permaneakerada; escribase la dependencia
completa delU respecto aP. 1"y N para un nimero de moles arbitrario.

Respuesta: U = BPV'/N, B =20cm .

1.7-6. Aceptando que el sistema de lpsoblemas 1.7-3y 1.7-4 es de un solo compo
nente, demuéstrese que la dependencia funcional esangkel respecto aP, V' y N es, de
hecho, independiente de.

1.7-7. Un sistema particular de un solo componente constituido gomol presenta
lineas adiabaticas de la form®V' * = constante. El sistema esta provisto de un agitador
como en el problemd.7-4. Cuando el agitador realiza determinada cantidad de toabaj
dw. el incremento de presiodP (a volumen constante) estd dado por

aw = 3GV + V33hdp
Encuéntrese la energia interna en funcionkdev y N.

1.7-8. Demuéstrese que si un sistema de un solo componente estBMfes constante
en un procesadiabatico (siendok una constante positiva), la energia es

U= ﬁ PV + Nf(PV¥/N¥

dondef es una funcion arbitraria.

Sugerencia:demuéstrese primero que — i 177—1 PV es constante en toda adiabatica.
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1.8 El problema basico de la termodinamica

A la luz de las definicioneg consideraciones de las secciones que anteceden
podemos formular ahora el problema basico de la temdmdiica. Encontraremos
gue la mera exposicién del problema sugiere los postulados que permitencsarsolu

Supongamos que dos sistemas simples estan contenidos en igr idirun
cilindro cerrado, separados uno del otro por un piston imteBupongase que
el pistény las paredes del cilindro son rigidos, impermeables a la matedalyi-
ticos, y que la posicion del piston esté fijada firmemente. Ambos sisterstEmn
aislados. Si dejamos ahora el pistén en libertad, éste se mareg&neral, en busca
de alguna nueva posicién. Analogamente, si se elimina el revestimigtite
batico del pistén de tal forma que pueda fluir el caloreeos dos sistemas, se
producird una redistribucién de energia entre amloasimismo, si se practican
orificios en el piston, se producird una redistribucién de materigifibién de

(2) (2) (@)
U, v, N®,

Cilindro

~

Figura 1.

energia) entre los dos sistemas. Asi, la eliminacion de una ligatlarcomo re
sultado en cada caso el comienzo de algun proceso espontacuando los sis
temas se estabilizan finalmente en nuevos estados de eiguildbhacen con nuevos
valores de los parametrcU'". ¥V N'"),...y U®, V8 N3, .. .. El problema
béasico de la termodinamica es el célculo de los valores de equilibestdspara-
metros.

Antes de formular el postulado que proporciona los nedie resolucién de
este problema, volveremos a plantear la cuestién de umaafalgo méas general
sin hacer referencia a dispositivos especiales tales como cilindros ngssto

Dados dos 0 mas sistemas simples, puede considerarse que los misrgos co
tituyen un solo sistemaompuestoEl sistema compuesto se denomina aislado si
esta rodeado por una pared que es restrictiva respecto a laagiogagial volumen
total, y al nimero de moles totales de todos y cada un@sledmponentes del
sistema compuesto. Los sistemas simples individuales contenidas eistema
compuesto aislado no necesitan ser sistemas aislados a su vean &bigjemplo
particular a que se ha hecho referencia, el sistema compuesto estd aislado at
cuando el pistén interno posea libertad de movimiento gaeorificios. Las liga
duras que impiden el intercambio de energia, de volumen o de im&tere los
sistemas simples que constituyen el sistema compuesto se conocen commagad
internas. Si un sistema compuesto aislado esta en equilibrioentspa ciertas i
gaduras internas y se eliminan algunas de ellas, el sistema desarmpoon el
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pempo. en un nuevo estado de equilibrio. Es decir, que ciertos procesaague
normente nNo estaban permitidos pueden tener lugar o, en la terminologia de la
mecanica, Se convierten en procesdasguales. Elproblema bésico de la termodinamica

<« la determinacion del estado de equilibrial que se alcanza después de eliminar

ws ligaduras internas de un sistema compuesto aislado.

1.9 Postulados deentropia maxima

La induccién, a partir de observaciones experimentales, del principio-funda
mental, que proporciona la solucién de nuestro problema bésico, no es inmediata
¢n absoluto. La sinuosidad légica del método histérico rivaliza con la sutileza del
elegante método estadisticoantico moderno. En lugar de intentar obtener la
solucion induciéndola a partir de observaciones experimentales o deduciéndola
a partir de la teoria estadisticoantica, nos limitaremos simplemente a adoptarla
como un postulado, haciéndola depender de una justificacion a posteriori mejor
que de una a priori. Pero incluso por este método veremos que nuestro postulado
no carece de justificacion; aparece como la suposicion mas natuaabnable
qgue pudiéramos hacer. Es decir, los postulados que adoptamos ahora proporcionan
la solucion formal més simple que puede concebigzara nuestro problema basico.
Sobre esta sola base el problema podria haberse resuelto; tratar de postular la
solucion formal mas simple de un problema es un modo convencional y frecuente
mente satisfactorio de proceder en fisica tedrica.

(Cual es, entonces, el criterio mas simple que razonablemente puede imaginarse
para la determinacién del estado de equilibrio final? Sobre la base de nuestra expe
riencia con muchas teorias fisicas, cabria esperar que la forma mas econémica
de expresar el criterio de equilibrio fuera en términos de un principio extremal.
Esto es, que los valores de los parametros extensivos en el estado de equilibrio
final fueran simplemente aquéllos que maximizan* una cierta fun¥idievando
nuestro optimismo hasta el limite, podriamos esperar que esta funcién hipotética
poseyera diversas propiedades mateméaticas simptesticulares, destinadas a
garantizar la sencillez de la teoria derivada. Desarrollaremos esta solucién pro
puesta en una serie de postulados.

PostuladoI1. Existe unafuncion (denominada entropiaS) de los parametros
extensivos de cualquier sistemaompuesto, dejinida para todos los estados de equi
librio y que tiene la propiedad siguiente: laglores que toman los parumetrasx-
tensinos, en ausencia de ligaduras internas, sgaéllos que maximizan leentropia
respecto al conjunto de los estados de equilibrio ligados.

Debe subrayarse que postulamos la existencia eetdepia Unicamente para
los estados de equilibrig; que nuestro postulado no hace referencia alguna a
los estados de no equilibrio. En ausencia de ligadura, el sistema se halla en libertad

* O bien minimizanla funcién. siendo esto puramente una cuestién de cdowenla eleccién del
signo dela funcion, sin consecuencia alguna en la estructura légica de la teoria
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de seleccionar uno cualquiera entre cierto nimero de estzatiasynade los cuales
podria alcanzarse tambiénen presencia de una ligadura adecuadea entropia de
cada uno de estos estados de equilibrio ligados efitfidh, y laentropia es maxima
en algun estado particular del conjunto. En ausencia de ligades este estado
de entropia maxima el que resulta seleccionado por el sistema.

En el caso de dos sistemas separados por una pared diatérmiceyopasiar
interesados en predecir de qué manera se distribuyeigia total U entre ambos
sistemas. Consideremos entonces el sistema compuesto, coredh dia€ermica
interna reemplazada por una pared adiabatica y corremiparticulares dU*"’

y U (compatibles, por supuesto. con la restriccion de [[r + /@ = u).
Para cada uno de tales estados de equilibrio ligados existe tnopiandel sistema
compuesto, y para ciertos valores particularesJdey U'®’ estaentropia es maxi
ma. Estos son, por tanto, los valoresU’ y U'?) que se obtienen en presencia
de la pared diatérmica, o en ausencia de la ligadur@batca.

Todos los problemas de la termodindmica son esencialmenigatentes al
problema basico que enunciamos en la seccién 1.8. Pero el problema bésico put
resolverse completamente con ayuda del pringipieemal si se conoce la entropia
del sistema en funcién de los parametros extensivos. La relacion quesiaopia
como funcién de los parametros extensivos se denoméfexion fundamental.
Por tantosi se conoce la relacién fundamental de un sistema particular, rudafta-
macion termodinamica imaginable concernientesiaterna puede deducirse a partir
de ella.

Nunca se insistira lo suficiente en la importancia de la afirmacion que anteced:
La informacién contenida en la relacion fundamental es cetapks equivalente
a todos los datos numéricos concebibles, a todos los grafieotodos los tipos
imaginables de descripciones de propiedades terraoiias. Si se conoce la
relacion fundamental de un sistema, no queda un solo atributo temdmodio que
no esté determinado completa y precisamente.

PostuladollIl. La entropia de un sistemaompuesto es aditiva respecto a la de
los subsistemas constituyentes.enaropia €s continua diferenciable, y es una funcion
mondtonamente creciente de la energia.

De esto se siguen inmediatamente varias consecuemaiamaticas. La pro-
piedad de aditividad establece quectaropia S del sistema com uesto es simple
mente la suma de las entropi&8' de los subsistemas constituyentes:

S=3 8% (1.4)
x
La entropia de cada subsistema es funcién exclusivamente de los parametros e
tensivos del subsistema considerado
S® = SOUD pH NP N (1.5)

La propiedad de aditividad, cuando se aplica a subsé&atonceptualmente
distintos (mas bien. de hecho, que fisicamente difesgmemuiere la propiedad
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siguiente: la entropia de un sistema simple es una funcion honiogénea de promuem

de losparametros extensivoBsto es, sitodos los parametros extensivos de un sistem;
% multiplican por una constantg la entropia viene multiplicada por esta misma
constante O sea, omitiendo el supraindiqe),

S(AU. 3V, iN,...., iN) = AS(U, V.N,,.... N) (1.6)

La propiedad monoténica postulada implica quedtaivada parcial
(c8/¢U)y, y, .., €S una cantidad positiva:

A
— >0 1.7)
<"' U)V Ni.....N, (

Al desarrollar la teoria en las secciones siguientes, veremos que el recipro
de esta derivada parcial se toma como definicién de la temperatomalo que
se postula que la temperatura no puede ser negativa*.

La continuidad, la diferenciabilidag la propiedad monoténica implican que
la funcién entropia puede invertirse con respecto a la enenrgtgue la energia es
una funcién uniforme, continug diferenciable de S, V, N,, ..., N,. De la funcién

S=SWU.V,N,, ....N) (1.8)
puede obtenerse univocamerfteen la forma
U=US, V,N,, ..., N) (1.9)

Las ecuaciones 1.8 1.9 son formas alternativas de la relacién fundamental,
cada una de ellas contieteda la informacion termodindmica acerca del sistema.
Notemos que el caracter extensivo deetaropia nos permite deducir las pro
piedades de un sistema de N moles a partir de las propiedades de un sistema

un mol. La ecuacién fundamental esta sujeta a la idadti

S(U, V, N,, N,. ..., N) = NS(U/N, V/IN, N|/N, ..., N,/N) (1.10)
en la que hemos hecho el factor de escaigual al/N = 1/Y. N,. En particular,
para un sistema simple de un solo componente, k

S(U, V. N) = NS(U/N, VN, 1) (1.11)

PeroU/N es la energia por mol, la cual designaremosuypor

u=UIN (1.12)

* La posibilidad de valores negativde esta derivada (es decir, de temperaturas negativas) ha sido
considerada poN.F. Ramsey.Phys. Rer. 103,20 (1956). Tales estados pueden producirse y margener
durante periodos de tiempo breves en ciertos sistemas excalesio Admitir su existencia requiere
postulados maés sutiles y abstractosnyaras de la simplicidad excluimos la consideracion desess
tados muy especializados.
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Asimismo, V/N es el volumen por mol, que representaremos por
v=VIN (1.13)

Luego S(U/N, V/N, 1) = S(u, u. 1) es la entropia de un sistema constituido por
un solo mol, que designaremos pa«, c):

s(u, v) = S(u, v, 1) (1.14)
La ecuacién 1.11 se convierte ahora en
S(U, V, Ny = Ns(u, v) (1.15)
Postulado!V. La entropia de cualquier sistema sewla en el estado para el cual
OUIES)y .. .x, =0 (esdecir. en el cero de temperatura)

Este postulado es una ampliacién, debida a Planck. dedrdimadopostulado
de Nernst o tercer principio de la termodinamiddistéricamente, fue el ultimo de
los postulados en desarrollarse, siendo inconsistentela&anecanica estadistica
clasica y necesitando el establecimiento previo de la estadistiéatica para ser
valorado adecuadamente. La mayor parte de la termodimame requiere la
utilizacién de este postulado, y no haremos mas referencia a él dlasépitulo
décimo. No obstante. hemos preferido enuncigriceste punto para completar
los postulados basicos.

Los postulados que anteceden constituyen las bases l6ginagdeo desarrollo
de la termodindmicaA la luz de estos postulados puede ser conveniente reiterar
brevemente el método de resolucién del problema temdwlico clasico, que
formulamos anteriormente en la seccién 1.8. Consideremos un sistenpuesto
y supongamos conocida, en principio. la ecuacion fundanhesatodos vy
cada uno de los sistemas constituyentes. Estas ecuaciondamentales deter
minan las entropias individuales de los subsistemasda se hallan en equilibrio.
Si el sistema compuesto total se encuentra en un estadm ld@eéquilibrio, con
valores particulares de los parametros extensivos de cistkans constituyente,
la entropia total se obtiene por suma de las entropiasidugdles. Esta entropia
total es conocida en funcion de los diversos parametrensivos de los subsis
temas. Por diferenciacion directa podemos calcular aleres extremos de la
funcién entropia total, y luego, basandonos en el signo de la segunda derivada
podremos clasificar estos valores extremos como minimos, maximosno a®
flexiones horizontales. En una terminologia fisica apropiada, hal@serimero
los estadosde equilibrio y posteriormente podremos clasificarlos sobre la base de
su estabilidad.Debe observarse que al adoptar esta terminologia comrei@am
pliamos nuestra definicion previa del equilibrio; lo que deimdthamos anterier
mente equilibrio pasa a denominarse aheaailibrio estable,mientras que los
nuevos estados dmyuilibrio inestablese definen en términos de los valores extremos
que son distintos de los maximos.
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Es quizas apropiado en este punto reconocer que, si bien taglaplieaciones
de la termodinamica son equivalentes en principio al procexhito resefiado,
existen otros procedimientos alternativos que resultan mago@ntes en muchos
casos. Estos procedimientos alternativos se desarreltacapitulos posteriores.
Asi, demostraremos que en condiciones apropiadas puede wamgmila energia
U(S, V, N,....), en lugar de maximizarse lentropia S(U, V, N,,...). El que
estos dos procedimientos determinen el mismo estado finah&®go al hecho
de que una circunferencia puede caracterizarse comwvacegrrada de perimetro
minimo para un aredada» o como«curva cerrada de area maxima para un peri
metro dado». En capitulos posteriores introduciremos también vafiagiones
nuevas, cuya condicion de minimo resulta equivalente deguento de vista l6gico
a minimizar la energia 0 a maximizar la entropia.

La inversion de la ecuacion fundamental y la exposicion aégva del prin
cipio extremal basico en términos de un minimo de energia en lugar de un maximo
de entropia, sugiere otro punto de vista desde el cual puedeepar@zonable el
postulado extremal. En las teorias de electricigadecanica, ignorando los efectos
térmicos, la energia es una funcion de diversos paréasetecanicos, y la condi
cion de equilibrio es que la energia sea minima. Asi, un g@rmanece estable
cuando descansa sobre su generatriz, no cuando esta apayad veértice, porque
la primera posicion tiene menos energia. Si es precisoiinefactos térmicos.
la energia deja de ser funcidn simplemente de los parémpetecanicos. De acuerdo
con la ecuacién fundamental invertida, en cambio, la energiauasién de los
parametros mecanicos y de un parametro adicional (i@efa). Por la introduc
cion de este parametro adicional, la forma del principicedergia minima se ex
tiende al dominio de los efectos térmicos tanto como a losrfemds mecanicos
puros. De este modo llegamos a una especie de principio de corresmwismentre
la termodinamica y la mecanica— por el cual el principio de equilibrio termodina
mico se reduce al principio del equilibrio mecanico cuandedan despreciarse
los efectos térmicos.

Veremos que la condicion matemética para que un maximg(&eV, N,,...)
impliqgue un minimo del/(S. ¥, N,,...) es que la derivad(¢S/¢U)y x,.... Sea
positiva. El motivo para la introduccién de esta condicéh el postulad®Il puede
comprenderse teniendo en cuenta nuestro deseo derasegie el principio de
entropia maxima llegara a convertirse en un principio de energia marairinvertir
la ecuacion fundamental.

Es conveniente dirigir aqui la atencidn del lectorapéndiceB, en el que se
da a laentropia una interpretacion atomistica en términos de comsegde la me
canica estadistica. Nuestras consideraciones arésrino dependen en modo
alguno de la informacién contenida en el apéndice. Sin embatdector que esté
interesado en la interrogantgQué es en realidad lantropia?» puede satisfacer
su curiosidad consultando ahora agléndice B.

Problemas—Seccion1.9

1.9-1. Las diez ecuaciones siguientes pretenden ser ecuaciones funtamesde di-
versos sistemas termodindmicos. Sin embargo. cinco khs sbn incompatibles con uno
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o mas de los postuladds, 111 y 1V, y por consiguiente no son fisicamente aceptalkedi-
quense las cinco que no son permisibles fisicamentel postulado violado por cada una
de ellas.

Las cantidades,, # y R son constantes positivag.en todos los casos en que aparecen
exponentes fraccionarios Unicamente debe tomarseidareal positiva.

(a) S = (R';)l 3[N[.,vU]| 3

Yo

R 13 NU 23
o s |V
R\! 2 ROV 2
. S =(— NU —
© <0> [ Lot —l

2
(d) S = (—0) ¥ NU

(@ 5= R)lS[NZVUZ]‘S

(f) S = NRIn(LV/N*Ror,)

12
(g S-= (g) [NU]' 2 exp (- V22N?¢,2)

" 5= (g) "[NUT! 2 exp (' Jﬂ;)

NROc,

) ([t S
(/) L = (—R> % exp (SNR)

. RO y
) U = (——)NP (1 + iR) exp (- S/NR)

Yo

1.92. Para cada una de las cinco ecuaciones fundamentalearfiente aceptables
del problemal.9-1, encuéntresd’ en funcién deS. Vy N.

1.93. La ecuacion fundamental del sisterdaes

R*\'? -
Si=1{—, [NALAL’A]1 !
v,0

y la del sistemaB es

RZ 13
Sy = <-H> [NBVBUBJI :

Yo

(Cual es la ecuacion fundamental del sistema compudstb B?
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1.9-4. Supongase que la pared interna entre los subsistemag B del problemal.9-3
o restrictiva con respecto al volumegral nimero de moles. pero nocon respecto a laenergia;
o decir. es rigida, impermeablg diatérmica. Supéngase también que el sistemaiene
un volumen d&9 cm®y un numero de moles igual3 El sistemaB tiene un volumen dd cm?®
v un nimero de moles igual 2 La energia total del sistema compuesto28scal. Repre-
«ntese la entropia en funcion de la fraccion/,j(U, + U) de la energia del subsisteme
Cuando elsistema ha alcanzado el equilibrigcuéles son las energias internas de cada uno
de los subsistemas individuales?

2

Condicionesde equilibrio

2.1 Pardmetros intensivos
En virtud de nuestro interés en los proceg@a los cambios asociados de los
pardmetros extensivos, podemos adelantar que estamos interesadofoena

diferencial de la ecuacion fundamental. Escribiendo la ecuacion fundalrem
la forma

U=US.V,N. N, ....N) @2.1)

calculamos la diferencigbrimera:

clU cU il
dU = (= ds + <:—) dv + <~—) dN. (2.2)
(US>V.N\ ..... v, OV Js Npoo, Z NiJsv. o n

Las diversas derivadas parciales que aparecen en la ecyzeiéedente se pre
sentan con tal frecuencia que es conveniente introducir simbolos especiales p:
ellas. Reciben el nombre deparanzetros intenspy®s,acostumbra usar la notacion

siguiente

C;—L =1, temperatura (2.3)
IS Jv vy N,
U

- ii = P,  presion (2.4)
VJs n N

U =u, potencialelectroquimico del componente (2.5)

N s, — "7 deordeny '

Con esla notacion, la ecuacior.2 se convierte en
dU =TdS - PdV + pu, dN, + - + p, dN, (2.6)

30
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Pronto se demostrara que la definicion formal de temperaturadesaguerdo

<on nuestro concepto intuitivo basado en las nociones fisiolégicascal&nte»
v «frio». Sin duda, nos resistiriamos a adoptar una definicion de tempermgiera
estuviese en contradiccion con conceptos tan solidamente esdar aunque
cualitativos. Por el momento, sin embargo, introduciresiogplemente el concepto
de temperatura por la definicion formal (2.3).

De modo anélogo, podremos corroborar pronto que ladretkefinida por la
ecuacion 2.4 esta de acuerdo en todos sus aspectos con la definicion de presion
dada en la mecanica. Con respecto a los diversos poeEnaectroquimicos,
carecemos de definiciones o conceptos previos, por lo que nos hakantibgrtad
de adoptar la definicion (ecuacién 2.5) inmediatamente.

Por razones de brevedad, a menudo se hace referencia al poterciad el
quimico simplemente compotencialguimico, y nosotros utilizaremos estos dos-tér
minos indistintamente. Sin embargo, debe tenerse en cuertacpsionalmente,

v en particular en la teoria de los sélidos, el potencial quénsie define comq
menos la energia electrostatica molar.

El término — PdV de la ecuacion 2.6 se identifica como el trabajo cuasiestatico
dw,,, dado por la ecuaciofh.1.

En el caso especial de niumeros de moles constantes, la ecuacion 26 pued
escribirse en la forma

TdS =dU - aW, si dN, = dN, = dN, = 0 (2.7)

Recordando nuestra definicion del calor cuasiestatico, o cangarla ecuaciog.7
con la ecuacioén 1.2, reconoceremb&S como el intercambio calorificouasiesta-
tico:

dQ = TdS 2.8)

Una aportacion cuasiestatica de calor a un sistema estd adacéwn aumento
de la entropia de dichosistema.

Los términos restantes de la ecuacion 2.6 representarumergo de energia
interna asociado con la adicion de materia a un sisté&sge tipo de intercambio
energético. aunque intuitivamente significativo. no se considera fréemente
fuera de la termodinamicg, por ello no tiene un nombre distintivo familiar. De

nominaremosrabajo quimico cuasiestatico a los términc)_ u; dN;
j

aw, =Y 1, dN; 2.9
=1

Por consiguiente

dU = dQ + dW,, + dW, (2.10)
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2.2 Ecuaciones de estado

La temperatura, la presiog los potenciales electroquimicos son derivadas

parciales de una funcion d8,V, N,,..., N,, y por consiguiente son también
funciones deS, ¥, N,, ..., N,. Tenemos asi una serie de relaciones funcionales:
T=TS V,N,....,N) (2.11)
P=~PS, VN, ..., N) (2.12)
p. = yj(S, VN, .... N) (2.13)

Estas relaciones expresan los parametros intensivos en términos de lnefrasa
extensivos independientgsse denominarecuaciones de estado.

Conocer unainica ecuacion de estadao implica el conocimiento completo
de las propiedades termodindmicas de un sistema. Veremogigusente que
el conocimiento dea totalidad de las ecuaciones de estado de un sistema es equi
valente a conocer su ecuacion fundamentgdor consiguiente es termodinamica
mente completo.

El hecho de que la ecuacion fundamental de un sistema sea haaodén
primer orden tiene implicaciones directas sobre la formaifinal de las ecuaciones
de estado. Se sigue inmediatamente que las ecuaciones de sstdwbmogéneas
de orden ceroEs decir, que la multiplicacion de cada uno de los parametros-exten
sivos independientes por una magnitud escaldeja la funcion inalterada:

TGS, iV, AN, ..., AN) = T(S, V., N, ..., N) (2.14)

Por consiguiente. se llega a que la temperatura de un sistema compugsto co
tituido por dos subsistemas idénticos es igual a la temperale cualquiera de los
subsistemas. Esto esta evidentemente de acuerdo umstra concepto intuitivo
de temperatura. La presionlos potenciales electroquimicos poseen también la
propiedad (2.14).

Para resumir las consideraciones que anteceden, esntemtes adoptar una

notacion abreviada. Denotaremos los parametros extensivds, ..., N, por
los simbolosy,, X,. ..., X,,con lo que la relacion fundamental adquiere la forma
U=US, X, X,...., X) (2.15)

Los pardmetros intensivos se designan por

(i]) =T =TS X,. X, ..., X) (2.16)
X1.X>....

7

sU .
(‘;) =P =P(S, X . X, ....X) j=L2....t (217)
S X
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de donde
{
dU = TdS + Y P,dXx, (2.18)

Jj=1

Obsérvese el signo menos. que aparece en la ecuagigmero no en la 2.17.
El formalismo de la termodindmica es invariante si se c®rsi lapresion negativa,
- P, como pardmetro intensivo, analogoTay u,, #,, .... Consecuentemente,
uno de los parametros intensivos generdtesle la ecuacion 2.17 es P.

Para sistemas simples de un solo componente, la diferencial de la energia se
escribe frecuentemente en términos de cantidades mojanesotros indicaremos
brevemente esta forma para completar la exposicion. Analogamég@euaciones
1.121.15, la ecuacion fundamental porol es

u = u(s, v) (2.19
donde
s=S/N, v=VIN (2.20)
y
(s, v) = % U(s, v, N .21

Tomando una variacion infinitesimal de la ecuacion 2.19,

di — s o g (2.22)
0s cv
Ahora bien,
<g> :<g> _ (zlf) -7 (2.23)
ds /, 0s)y n S )y w
y analogamente
(i_u) —_p (2.24)
o
Asi
du = TdS - Pdc (2.25)

Problemas—Seccién 2.2

2.2-1. Hallense las tres ecuaciones de estado para un sistayea ecuacion funda

mental es
U = ”.06, 5‘3
R*J NV
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2.2-2. Encuéntrese. para el sistema del problemal2.8l valor dex en funcién deT,
TyN.

2.2-3. Demuéstrese mediante un diagrama (trazaescala arbitraria) la dependencia
de la presion con respecto alumen a temperatura fijgpara el sistema del problema2.2-1.
Represéntese dos de tal@sotermas», correspondientes dos valores déa temperatura,
e iridiquese cual dellas corresponde da temperaturamas alta.

2.2-4. Hallense las tres ecuaciones de estado para un sistemaecwgeion funda

mental es
A RO\ ,
Uu=_1—=1s"+|—]¢
R 1‘02

2.2-5. Expréseseu en funcion deT y P para el sistema degproblema 2.2-4.

2.2-6. Hallense las tres ecuaciones de estado para un sisteysaerwacion funda
mental es
I G R
R/ ¢

2.2-7. Indiquese esquematicamentia dependencia de la temperatura con el volumen en
una expansion adiabatica cuasiestati¢gd = 0) para el sistema del problenia2-6.

2.2-8. Sustituyendv las ecuaciones 2.20 y 2.21 en la ecuacién 2.2ydsrese que se
obtiene de nuevo la forma apropiada de la ecuacién 2.6.

2.3 Parametros intensivos entropicos

Si, en lugar de considerar la ecuacién fundamental en la fddma U(S, ...,
X, ...) con ti como variable dependiente, hubiéramos considefadomo tal,
podriamos haber desarrollado todo el formalismo quecadt de una manera
invertida pero equivalente. Adoptando la notaci&p para U, podemos escribir

S =SXy Xps ooy X)) (2.26)
Consideraremos una variacion infinitesimal

o
s = Y (”5 ax, 2.27)
k=0 Yk

Las cantidade«S/éX, se designan pofF,:

oS
cX,

il

F, (2.28)
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Observando cuidadosamente qué variables se mantieoestaotes en las
diversas derivadas parciales. y empleando en el caloailésths los métodos que
se revisan en el apéndice A, el lector puede demostrar que

Fo=—* k=123 . (2.29)

2
1

F, =

1
0 2
1

Estas ecuaciones se deducen también despej#hde la ecuaciéon 2.18 y compa
randola con la ecuacién 2.27.

A pesar de la estrecha relacion entre los valdigyg P,, existe una diferencia
muy importante en principioA saber, los valoreB, se obtienen por diferenciacion
de una funcion des,..., Xj, ... Y se consideran funciones de estas variables,
en tanto que los valores, se obtienen diferenciando una funciéonue. .., X, ...
y se consideran funciones de estas otras. Esto es, emnetipcaso lantropia es
un miembro del conjunto de parametros independientésntnas que en el se
gundo caso es la energia uno de tales miembros. Cuando sameali@amientos
formales en termodindmica, es extremadamente imp@@aoptar un compromiso
definido respecto a una o a otra de estas eleccighesantenerse rigurosamente
apegado a la eleccion realizada. En caso de combinar essaaltérnativas dentro
de un mismo problema, se puede producir una gran confusion

Si la entropia se considera dependiente y la energia independiente, como

S=3S8,..., X,,...), nos referiremos al analisis diciendo que esta expuest
en lareprrsentacion entropicaSi la energia es la variable dependiente ynaopia
la independiente, como et = U(S, ..., X,,...). nos referiremos al analisis

como expresado en lepresentacion energética.

El desarrollo formal de la termodinamica puede realizarsewaiquiera de las
representaciones, energética o entrépica, por sepapato para la solucién de
un problema particular una u otra de las representacioneslep resultar, con
mucho, la mas convenientési, pues, desarrollaremos las dos representaciones
en paralelo, aunque un razonamiento expuesto en unasapacion general
mente requiere s6lo una breve resefia en la represemtakt&rnativa.

La relacionS = S(X,, ..., X,, ...) recibe el nombre deelacion entropicafun-
damental; el conjunto de variables,, ..., X, ..., el de parametros extensivos
entropicos, y las variablesF,, .... F;,... se denominarpardmetros intensivos
entropicos.Analogamente. la relaciob = U(S, X,, ..., X;....) se conoce como

., se denominan
., pardmetros in-

relacion energéticafundamental; las variablesS, X,,..., X,
pardmeltros extensivosenergéticos, y las variablesP,, ..., P,
tensivos energéticos.

-

Problemas—Seccion 2.3

2.31. Hallense las tres ecuaciones de estado en la repres@mt@ntropicapara un
sistema cuya ecuacién fundamental es

112G\ (5.2

v 0\ s

u= |2 -
R [ ¢!
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2.32. Demuéstrese mediante un diagrama (trazado a escala arbiteadapendencia
de la temperatura con el volumen a presién constante paratensisdel problema 2-3.
Tracense dos de talesobaras», correspondientes a dos valores de la presién. e indiquese
cudl de ellas corresponde a la presién mas alta.

2.33. Hallense las tres ecuaciones de estado en la representactrépica paramn
sistema cuya ecuacion fundamental es

U = f) §2e! o’
R

2.4 Equilibrio térmico : temperatura

Nos encontramos ahora en situacién de poder ilustramsramplicaciones
interesantes del principiextremal que hemos postulado para la entropia. Consi
deremos un sistema compuesto aislado, constituidodpersistemas simples-se
parados por una pared que es rigida e impermeable a la mateoagueepermite
el intercambio de calor. Los volumengsnimeros de moles de cada uno de los
sistemas simples estan fijados, pero las ener/''5y U'® pueden variar libre
mente, sometidas Unicamente a la restriccion de consiéry

UY + Uy = constante (2.30)

impuesta por el aislamiento del sistema compuesto, considecamo un todo.
Suponiendo que el sistema ha alcanzado el equilibrio,atles® encontrar los
valores deU'" y U, Ahora bien, conforme a nuestro postulado fundamental,
los valores deU"' y U® son tales que maximizan la entropia. Por consiguiente,
de acuerdo con la condicién matematica usual para umnr eaimemo, llegamos

a la conclusién de que, en el estado de equilibrio, tvanasferencia virtuainfini-
tesimal de energia del sistema 1 al sistema 2 no producira vanagiguna en la
entropia del sistema global. Esto es,

dsS =0 (2.31)
La aditividad de laentropia para los dos subsistemas da la relacién
_ 1 1 2 2 2
S =8SHOwn, vy N}”, )+ SOy N} o) (23D

CuandoU"'y U™ varian por una transferencia virtual de energia, laaean
de entropia es

jS(l) 3512)
s = <(T,T’> qU + (%) 23
14N ”N‘(jl)' /

¢
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o bien, empleando nuestra definiciéon de temperatura,

ds = _aqum 4

1
7 7 AU (2.34)

Por la condicion de conservacion (ecuacion 2.30), tenemos

du® = —qu® (2.35)
de donde

I .
ds = <W - 7@) du™ (2.36)

La condicién de equilibrio (ecuacion 2.31) exige que dS se anule para valores cua-
lesquiera de dU'Y, por lo que

1 1
= = 7@ (2.37)

Esta es la condicion de equilibrio. Si se conocieran las ecuaciones fundamentales
de cada uno de los subsistemas, entonces 1/7'") seria una funcién conocida de U*!
(y también de V"' y NV, ..., que, sin embargo, son simplemente constantes).
De modo andlogo, 1/T%? seria una funcién conocida de U, y la ecuacion 1/T1!) =
= 1/T'® seria una ecuacion en U'") y U®. La condicion de conservacion U +
+ U® = constante proporciona una segunda ecuacion, y estas dos ecuaciones
determinan completamente, en principio, los valores de U'") y U?), Para avanzar
mas alin y obtener realmente los valores de U'") y de U® seria preciso conocer las
formas explicitas de las ecuaciones fundamentales de los sistemas. En la teoria
termodinamica, sin embargo, aceptamos la existencia de las ecuaciones funda-
mentales, pero no suponemos formas explicitas para ellas, y por consiguiente no
podemos obtener soluciones explicitas. En las aplicaciones practicas de la ter-
modinamica, las ecuaciones fundamentales pueden ser conocidas, bien sea por
observaciones empiricas (en términos de medidas que se describiran mas adelante)
o bien sobre la base de los calculos de la mecanica estadistica basados en modelos
simples. De este modo, la termodinamica aplicada es capaz de conducir a resultados
numéricos explicitos.

La ecuacion 2.37 podria escribirse también como 7'’ = T?), La escribimos
en la forma 17" = 1/T® para poner de manifiesto el hecho de que nuestro ana-
lisis se basa en la representacion entropica. Al escribir 1T, indicamos una fun-
cion de UM, V'V, ... mientras que T implicaria una funcién de S®, ¥, ..
El significado fisico de la ecuacion 2.37, sin embargo, sigue siendo la 1gua1dad de
las temperaturas de los dos sub51stemas.

Una segunda fase del problema es la investigacion de la estabilidad del estado
final predicho. En la solucion dada no hemos sacado todo el partido del postulado
basico de que la entropia es maxima en el equilibrio, sino que simplemente hemos
investigado las consecuencias del hecho de que la entropia tiene un valor extremo.
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La condicion de que dicho valor sea maximo requiere, ademéas derldicion
dS = 0, que

@S < 0 (2.38)

Las consecuencias de esta condicion llevan a consideraciones de estahilidad
que prestaremos atencion explicitamente en el cap&ulo

2.5 Conformidad con el concepto intuitivode temperatura

En el ejemplo anterior hemos visto que si dos sistemas estan depapar
una pared diatérmica, fluir calor hasta que ambos alcanaeisima temperatura
Esta prediccién estd de acuerdo con nuestra nocion intuititaendeeraturay es
la primera de las diversas observaciones que corrodarplausibilidad de nuestrﬁ
definicion formal de temperatura.

Profundizando en nuestro ejemplo con algo mas de defatidemos suponer
que los dos subsistemas estan separados inicialmente por una péabdtiaa
y que las temperaturas de ambos son aproximadamente, per@ahwodnte. iguales
En particular, supondremos que

T > T (2.39)

El sistema se considera en equilibrio con respecto aydallira adiabatica intern
Si ahora se elimina ésta, el sistema ya no estara en equilibrio,celfzata a través
de la paredy la entropia del sistema compuestumentardFinalmente, el sistemga
llegard a un nuevo estado de equilibrio, determinadolga@ondiciéon de que log
valores finales dg™"’ y T sean iguales, y con el valor maximo posible de lajen
tropia que sea compatible con las restantes ligad@amparemos ahora Igs

estados iniciay final. Si AS denota la diferencia dentropia entre los estados fingl
e inicial. tenemos

=2

AS >0 (2.40)

Pero, de acuerdo con la ecuaci@r84,podemos escribir

1 !
AS ~ (W . r2>> AUW (2.41)

donde 7'V y T son los valores iniciales de las temperaturas. Por la condjcién

T > T llegamos a la conclusion de que

AUM <0 (2.42)

Esto significa que el proceso espontaneo que se ha verificado ha sido aquéligue he
| provocado el paso de calalesdeel subsistemd alsubsistema..Llegamos pof

0
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tanto, a la conclusion de que el calor tiende a ftigsdeel sistema con un valor
deTaltoal sistema con un valor débajo.Esto vuelve a estar de acuerdo con nuestra
nocion intuitiva de la temperatura. Debe indicarse que estadusiones no de
penden de nuestra suposicion de d& es aproximadamente igual B?'; ésta
sehizo simplemente con el propésito de conseguir sencillez mateaéti la ecua
cion 2.41, que de lo contrario requeriria una formula@artérminos de integrales.

Si ahora analizamos nuestra nocion intuitiva de tentpeaa basada en las
sensaciones fisioldgicas de caliente y frio, nos daremos cuemjaedesta basada
en dos propiedades esenciales. En primer lugar, esperamos quadara¢ura
sea un parametro intensivo. que tenga el mismo valor enpani de un sistema
que en la totalidad de éste. En segundo lugar, esperamos qa®etienda a fluir
desde las regiones de temperatura alta hacia las regiones de temgpdiajal
Estas propiedades implican que el equilibrio térmic@ estociado a la igualdad
y a la homogeneidad de la temperatura. Como hemos demostradmupstra
definicion formal de la temperatura posee las dos propiedadesadatic queda
probado que nuestra definicién es intuitivamente satisfactoria.

2.6 Unidadesde temperatura

Las dimensiones fisicas de temperatura son las de energtiddivipor las
de entropia. Ahora bien, no hemos llegado todavia aimiggmpromiso en cuanto
a las dimensiones de la entropia; de hecho, sus diomass pueden seleccionarse
de modo totalmente arbitrario. En efecto, sttaropia se multiplica por cualquier
constante dimensional, se obtiene una nueva funciéon,jmdendiones diferentes,
pero que posee exactamente las mismas propiedadesmeasty que por consi
guiente es también plenamente aceptable como entrbaidnica restriccion que
es preciso mantener es que el producto de la temperatura patrdpia tenga las
dimensiones denergia. En resumen, resolvemos la arbitrariedad adoptande sim
plemente el convenio de que datropia es adimensional; desde el punto de vista
mas incisivo de la mecénica estadistica, ésta es una eleccion fistearmeonable.
Por consiguiente, las dimensiones de la temperatur&gmticas a las de la energia.
Sin embargo, del mismo modo que el par de fueyzelstrabajo tienen las mismas
dimensiones, pero son tipos muy diferentes de cantidgdesmiden en unidades
diferentes (la din@m y el ergio, respectivamentejsi la temperaturgy la energia
deben diferenciarse cuidadosamente. diasensionegsanto de la energia como de
la temperatura son [masglongitud)?/(tiempo)*]. Las unidadesde energia son
julios, ergios, calorias, etc. Las unidades de tewmmjpea quedan pendientes de
discutirse.

En nuestra discusién posterior acerca de las maquinascismidel ciclo
de Carnot, demostraremos que la relacidn entre las tempasatie dos sistemas
dados puede medirse directamegtsin ninguna ambigliedad. La posibilidad de
medida de la relacién de temperaturas determina su esglay una constante
multiplicativa arbitraria. La temperatura de algin esisa elegido arbitrariamente
como patron puede asignarse a voluntatis temperaturas de todos los restantes
sistemas quedan entonces determinadas de modo uniwopoyaloresdirecta-
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mente proporcionales a la temperatura seleccionada para el sistema de refe-
rencia.

Diversas elecciones del sistema de referencia, junto con diversas asignaciones
de su temperatura, conducen a diferentes escalas de temperatura. La escala Kelvin
absoluta de temperatura se obtiene asignando el nimero 273,16 a la temperatura
de una mezcla de hielo, agua y vapor de agua puros en equilibrio mutuo; este estado,
como se demostrara en nuestro posterior estudio, de los «puntos triples», determina
una temperatura unica. La unidad correspondiente de temperatura recibe el nombre
de kelvin, y se designa por la notacion K. La temperatura del sistema hielo-agua-
vapor es, por tanto, 273,16 K.

La escala Fahrenheit absoluta se obtiene asignando la temperatura 9/5(273,16) =
= 491,688°R al sistema hielo-agua-vapor a que hemos hecho referencia. La unidad,
designada por °R, recibe el nombre de grado Fahrenheit absoluto, o grado Rankine.
La temperatura Fahrenheit absoluta es simplemente 9/5 veces la temperatura
Kelvin absoluta correspondiente.

Las definiciones citadas fueron las adoptadas por la Décima Conferencia Ge-
neral de Pesos y Medidas que se celebrd en 1954, y por aceptacion universal sus-
tituyen a las definiciones anteriores en términos de dos puntos fijos*.

Intimamente ligada a la escala Kelvin absoluta de temperatura se halla la escala
Kelvin internacional, la cual es una escala «practica» definida en términos de las
propiedades de sistemas particulares en diversos intervalos de temperaturas, y
elegida de tal modo que coincida lo mas rigurosamente posible con la escala Kelvin
absoluta. La ventaja practica de la escala Kelvin internacional es que proporciona
patrones de laboratorio reproducibles para la medida de la temperatura a todo lo
largo del margen de temperaturas. Sin embargo, desde el punto de vista termodina-
mico no es realmente una verdadera escala de temperatura, y en la medida en que
se desvia de la escala absoluta no permitird obtener relaciones de temperatura
que sean compatibles con las exigidas por el formalismo termodinamico.

Otra escala de temperatura existente es la escala Celsius termodindmica. La
unidad de temperatura es el grado Celsius, designado por °C, y esta unidad es de
magnitud idéntica al kelvin absoluto. Las temperaturas Celsius termodina-
micas se definen (conforme al acuerdo de 1954) como las temperaturas Kelvin
menos 273,15. La temperatura del hielo, agua y vapor de agua en equilibrio es
0,01 °C. Sin embargo, la temperatura de una mezcla de hielo y agua a la presion
de un 1 atm es muy aproximadamente 0 °C, apareciendo el error Gnicamente en la
tercera cifra decimal, y la temperatura de ebullicion del agua a 1 atm de presion es
aproximadamente 100 °C. Por consiguiente, la escala Celsius proporciona niumeros
comodos para uso general.

* La XIII Conferencia General de Pesos y Medidas adoptd en 1968 (Resolucion 8) la siguiente de-
finicién: «La unidad de la cantidad fisica fundamental conocida como temperatura termodinamica,
simbolo T, es el kelvin, simbolo K, y se define como la fraccion 1/273,16 de la temperatura termodina-
mica del punto triple del agua». Esta misma Conferencia establecio la Escala Practica Internacional
de Temperatura (ITPS-68) que sustituyé la de 1948 (enmendada en 1960). La XV Conferencia General
celebrada en 1975 enmendo la Escala Practica de 1968 sin modificar la definicion dada arriba. Por tanto,
la unidad «grado» Kelvin (°K) ha sido sustituida por la unidad kelvin (K). En el resto de esta obra uti-
lizaremos la nomenclatura en vigor. (N. de T.)
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Evidentemente, la escala Celsius da lugar a relaciones entre temperaturas dis
tintas que la escala Kelviry. en consecuencia la escala Celsigses una escala
aceptable para el uso termodinamico. t@&aperaturas Celsius tienen que conver
tirse en temperaturas Kelvin (simplemente por la adiciér2Z$el5) antes de su
sustitucion en las formulas termodinamicas.

Con anterioridad al acuerdo internacional de 1954, enhasigaises. con
inclusion de los Estados Unidos. se hacia referencia a la escala Celsiugscalno
centigrada.

Se define la escala Celsius internacional como aquella que guarda con la escala
Kelvin internacional la misma relacion que existe entre la escala Celsius termodi
namica y la escala Kelvin absoluta. Para la precision requerida, en general, no se
necesita hacer distincion alguna entre las dos escalas Kelvin ni endieslascalas
Celsius, pero su diferencia dc caracter debe tenerse presente.

Por ultimo, la escala Fahrenheit se define en términos de la escalenkaitre
absoluta restandole la cantid&®),67. Este niUmero es exactamefté(273,15) — 32.

De ello se sigue que la conversidn de una temperatura Celsius en una temgperatu
Fahrenheit implica la multiplicacién pdyS y la suma de 32. La temperatura de
fusién del hielo a 1 atm de presién es aproximadamentd& 32 temperatura

de ebullicién del agua & atm de presion es aproximadamente 22y la tem
peratura ambiente se halla proxinaa70 °F.

Aunquehemos definido formalmente la temperatura en términos de una dggiva
parcial de la relacion fundamental, indicaremos brevemente, para termiinar, e
método convencional de introduccién del concepto de teatpe. tal como fue
desarrollado por Kelvin y Caratheodory. En primer lugar, se definetetéambio
calorifico #Q analogamente a como lo introdujimos al tratar el prircige con
servacion de la energid partir de la consideracion de ciertos procesos ciclicos,
se deduce luego que existe un factor integrait&) tal que el producto de este
factor integrante por la diferencial inexacf® es una diferencial exact@iS):

1
ds = .dQ (2.43)

La temperaturay la entropia se introducerasi, analizando la existencia de
factores integrantes en tipos particulares de ecuaciones diferencialesmid@das
formas de Pfaff.

Problemas—Seccion 2.6

2.6-1. La temperatura de un sistema compuesto por hielo. agwapor de aguan
cquilibrio mutuo tiene el valor exacro de 273,16 K, por definicién. La temperatura de un
sistema formado por hielg agua al atm de presion se encuentra que vale 27Xl5on
la terceracifra decimal y las siguientes indeterminadas. Para la temperatura deisiama
constituido poragua y vapor de agua (es decir, agua hirviendad) atm se encuentra el valor
373,15 K + 0.01 K. Indiquese la temperatura del sistemgua-vapor de agua al atm. con
su error mas probable, en las escalas Celsius, Raleie absolutay Fahrenheit.
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2.6-2. La «constante de los gases» R es una constante que tiene el vakRr= 1.986
cal/mol K. Puesto quda magnitud del grad&elsius esla misma que la del Kelvin. dicha
constante tiene también el valor 1,988/mol 'C. ExpréseseR en las unidaded/mol "F.

2.6-3. Dos sistemas particularestienen las ecuaciones de estado siguientes:

3N
o2y
y
1 5  N@&
FZ_) - 5 U@

dondeR es una constante que tiene el valor 1,886mol K. El nimero de moles del primer
sistema eV = 2y el del segundo e&/'*' = 3. Losdos sistemas estan separados por una
pared diatérmica la energia total del sistema compuesto6e300 cal. ;Cual es la energia
interna dc cada sistema en equilibrio?

2.6-4. Dos sistemas con las ecuaciones de estado dadas epreblema 2.6-3 estan
separados por una pared diatérmica. Los nimeros desmefgpectivosson N = 2 y
N = 3. Las temperaturasniciales son 7' = 250 K y 7%’ = 350 K. ;Cuales son los
valores delU/''' y U™ uno vez establecido el equilibrigCual es la temperatura de equilibrio?

2.7 Equilibrio mecanico

Una segunda aplicacion del principio extrcmal para laagia permite obtener
un resultado aln mas simplg,por consiguiente es (til para esclarecer el proce
dimiento. Consideremos un sistema compuesto aislado codstipair dos sistemas
simples separados por una pared diatérmica mévil que es impdenaapaso
de materia. Los valores de los nUmeros de moles son\fipsnstantes, pero los
valores deU'"’ y U?) pueden variar, sometidos Gnicamente a la condiciécietee

Ut + U@ = constante (2.49)

y los valores del'!’ y V2 pueden variar igualmente, sometidos Unicamente
la condicion de cierre

Vi + 1 = constante (2.45)

El principio extremal requiere que no se produzca cambio alguno enrlpia
como resultado de procesos virtuales infinitesimales consistentes emsantsion
de calor através de la paredy cl desplazamiento de ésta.

Entonces

ds = 0 (2.46)
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donde
'15(1) . (‘Jsll)
- <1U‘“\' AUt + (a m\ av
Sy N \‘/V /Um_. NG
7S(2) (2)
+ (-; r(zh dU? + (05(2) dv® (2.47)
ov v LN V2 v » o

Por las condiciones de cierre

du? = —quiv (2.48)
Y
AV — _ gy (2.49)
de donde
1 ] ) p p2)
ds = (W T(2)> AUt + <W - T(z_>) dyt =0 (2:50)

Dado que esta expresién tiene que anularse para valores arbitramibspendien
tes dedUV y dv'V, tendremos

AT 7 = 0 (2.51)
y
P P2

Aunque estas dos ecuaciones son las condiciones de dquélibsu forma correcta,
apropiada para la representacion entropica, poderbesrear que las mismas
implican las condiciones fisicas de igualdad de temperatyraesion

T = 72 (2.53)
P — p) (2.54)

La igualdad de las temperaturas es precisamente nuestroadssyltevio para
el equilibrio con una pared diatérmica. La igualdad de las presion&s mseva
caracteristica introducida por el hecho de que la pared @sl.niPor supuesto,
la igualdad de las presiones es precisamente el resultado quia mEsperarse
sobre la base de la mecénica, y este resultado corrobora nidgesttificacion de
la funcién P con la presién mecanica.

El lector puede preguntarse por qus&zon hemos considerado el problema
de una pared diatérmica maovil en lugar del caso, ostensiblentaat sencillo,
de una pared adiabatica movil. Este ultimo, por desgr es un problema sutil
que carece de una respuesta fisica Unica. Como las dificultades de este problema
son muy especiales, no lo consideraremos aqui, pero se lo expone en et@@&ndi
parael lector interesado.
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Problemas—Secci6n 2.7

2.7-1. Dos sistemas particulares tienen las ecuaciones dadessiguientes

(1} (1) (1)
I %RN P N

7 I S L
(2) (2) 2y

L SN PO N

T2 2 U2 T2 | 45

dondeR = 1,986cal/mol K. El nUmero de moles del primer sistema %' = 0,5y el del
segundo eN?' = 0,75. Losdos sistemas estan contenidos en un cilindro aisladparados
por un piston diatérmico moévil. Las temperaturas iniegason7'"’ = 200K y 7*? = 300K,

y el volumen total es 20 litros. ;Cuéles soneleergia y el volumen de cada sistema en equi
librio?,Cual es la presiény cudl la temperatura'?

2.8 Equilibrio con respecto al intercambio de materia

Un ejemplo final que emplea el principio datropia maxima proporciona
un cierto conocimiento en cuanto a la naturaleza del potemgiahico. Consi
deremos el estado de equilibrio de dos sistemas simples unidasma pared rigida
y diatérmica, permeable un tipo de sustancigN,) e impermeable a todas las
restantes(¥,, N,, ..., N,). En estas condiciones, queremos obtener los valores
de equilibrio deU"’ y U y los de N\’ y N{?). La variacion virtual deentropia
en el proceso virtual apropiado es

( ) 1 (2)
ds = W U~ DL AN o+ ndU Ty AN (2.55)

y las condiciones de cierre exigen

au® = —dquw (2.56)
Y

AN = —dN» (2.57)
de donde

| l /Jll) U(Z)

ComodsS tiene que anularse para valores arbitrarios tant@dld® como dedV{"),
encontramos como condiciones del equilibrio

1 1
=1 = 7 (2.59)
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u(l) (2) .
iy = [ (de donde tambiép!!) = u(?)) (2.60)

Ast. del mismo modo que la temperatura puede considerarse coma@specie
de «potencial» para el intercambio calorifigda presion puede interpretarse como
una especie de ((potencial))para los cambios de volumen| pstemcial quimico
puede ser considerado como un ciexpotencial» para el intercambio de materia.
Cna diferencia de potencial quimico proporciona uhgrza generalizada)) para
el trasvase de materia.

La direccion del intercambio deateria puede analizarse por el mism&todo
utilizado en la seccié2.5 para analizar la direccién del intercambio de calor. Si
suponemos que las temperatudl$’ y 7’ son iguales. la ecuacio®.58 se con
\ierte en

lu(Z) _ 'u(l)

Si u" es mayor quy'®’, dN{") sera negativo, dado qu tiene que ser positivo.
Asi, la materia tiende a fluir desde las regiones de potencial quimicad#® re
giones de potencial quimico bajo.

En capitulos posteriores veremos que el potencial guinpiporciona la
fuerza generalizada, no s6lo para el intercambio deeri@atle un punto a otro,
sino también para sus cambios de fase y para lasioeascquimicas. El potencial
quimico desempefia, pues, un papel dominante en laicairedrica.

Las unidades de potencialectroquimico son calorias pomol, julios por
mol, o cualquier unidad de energia por mol.

Problemas—Seccién2.8

2.8-1. La ecuacion fundamental de un tipo particular de sistemaas componentes es

Uy N N,

S =NA+ NRIn-- N,Rln —X — N,RIn -
N N

ArSi2

N~
N=N +N,
dondeR = 1,986¢al/mol K y A es una constante no especificalin cilindro rigido cerrado

de volumen total 10 litros esta dividido en da@naras de igualvolumen por una membrana
rigida diatérmica, permeable al primer componente peroeimeable al segundo. En una

de las cdmaras se coloca una muestra del sistema con paosmaiginalesN{"’ = 0.5.
N =075, V" = 5 litros y T'" = 300 K. En la segunda camara se coloca una muestra
con parametros iniciale%v{® = 1. N = 0,5, V2’ =5 litros y T'»’ = 250 K. Una vez

que se ha establecido el equilibrigguéles seran los valores deV{"). A\, T. PV y p2»?

3

Algunas relaciones formales

3.1 Ecuacién de Euler

Una vez que hemos visto de qué modo los postulados fundametitaias
a una solucién del problema del equilibrio, nos detendsepara examinar con
algo mas de detalle las propiedadesatematicas de las ecuaciones fundamentales.

La homogeneidad dprimer orden de la relacion fundamental permite que la
ecuacion se escriba en una forma particularmente convenientendeda forma
de Euler.

A partir de la definicion de la homogeneidad de primer orden tesgpara
cualquier valor de/,

U(LS, 21X, ...  AX) = AUS, X, ..., X) 3.1
Derivando con respecto/a

Q... iXp o) 80S)  QU(..., iX,. ...) dAX)

UGS X, ... X
a(S) Fr 20X) a UGs. X, )
(.2)
(o]
UG, Xy ) SUC. .., Xy
o Mg o o MMy s, X, L X)) (33
3(:5) Sttt Tgxy ot s, Xy, ) 63

Esta relacion se cumple para cualquier valoridg en particular pars = 1, caso
en el cual toma la forma

oU au
LU U 3.4
?S+ X L+ 3.4
U=TS+ Y PX, 3.5)

j=1
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Para un sistema simple en concreto, tenemos

U=TS - PV +uN, + - +puN, (3.6)
La relacion 3.5, 0 la 3.6, es la particularizacién para la termodinanet@&eorema
de Euler para las formas homogéneas de primer orden. El déeague antecede
reproduce simplemente la deduccibn matematica clasicmomDmaremos a la
ecuacion 3.5 o 3.6 relacion de Euler.
En la representacioentropica, la relacion de Euler adquiere la forma

S=YFX (3.7

1 P\ I (u
S = (T) U+ (T> = k:zl <7"> N, (3.8)

Problemas-——Seccion 3.1

3.1-1. Escribanse las cinco ecuaciones fundamentales fisicanagefgables del pro
blema 1.91 en la forma de Euler.

3.2 Relacion de Gibbs-Duhem

En el capitulo3 llegamos a criterios de equilibrio en los que intervengteh
peratura, la presiory los potenciales quimicos. Cada uno de los parametros in
tensivos intervenia en la teoria de una forma simjlal, formalismo es. de hecho,
simétrico respecto a los diversos parametros intessiNo obstante, a pesar de
esta simetria el lector puede pensar que dispone de una réglicavan para los
conceptos de temperatuyapresion, careciendo de ella, al menos en cierto grado,
en el caso del potencial quimico. Presenta cierto integgstgmto, indicar que los
parédmetros intensivos no son todos ellos independientes. Existe ac@meéntre
los parametros intensivos,y, para un sistema de un solo componeptes funcion
de Ty P.

La existencia de una relacion entre los diversos matéos intensivos es una
consecuencia del caracter homogéneo de primer oreéa klacion fundamental.
Para un sistema de un solo componente, esta propiedad tpegoe la relacion
fundamental se escriba en la formia= u(s. v), como en la ecuacié2.19. Por
consiguiente, cada uno de los tres parametros intengisasmbién funcion de
sy c. La eliminacién des y ¢ entre las tres ecuaciones de estado permite obtener
una relacion entrd, Py p.

El argumento puede extenderse facilmente al caso nréeraey consisteasi-
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mismo en un recuento directo de variables. Supongamoteneenos una ecuacion
fundamental er(t + 1) variables extensivas

U= UGS X, X, oo, X)) (3.9)

i

gue dan, a su ver,+ 1 ecuaciones de estado
P, = P(S, X,. X5, .... X) (3.10)
Si elegimos el pardmetré de la ecuacion 2.14 comb = 1/X,, tendremos
P, = P(SIX. X,/X,.... X,_,/X. 1) (3.11)

Asi. cada uno de log$r + 1) parAmetros intensivos es funcion de exactamente
variables. La eliminacion de estawariables entre lagt + 1) ecuaciones permite
obtener la relacion deseada entre los parametros intensiv

El encontrar la relacién funcional explicita que existe entre el conjuntmcie
metros intensivos exigira el conocimiento de la ecuacion foredaal explicita
del sistema. Esto es. la forma analitica de la relacién varia dgstemaa otro.
Dada la relacion fundamental, el procedimiento es evalgnsigue la secuencia
de etapas indicada por las ecuaciones3319.

Una forma diferencial de la relacion entre los parametroenisivos puede
obtenerse directamente a partir de la relacion de Ewulesta forma se conoce
como relaciéon de GibbBuhem. Tomando la variacion infinitesimal de la ecua
cién 3.5, encontramos

dU = TdS + SdT + Z P dx;+ Y X,dP, (3.12)

j=1 j=1

Pero, de acuerdo con la ecuacion 2.6, sabemos que

dU = TdS + Y. P,dX, (3.13)

J=1

de donde, posustraccién, encontramos la relacion de GibbBaihem

]
SdT + Y X;dP, =0 (3.14)

j=1
En particular, para un sistema simple de un solo compené¢anemos
SdT — VdP + Ndp=0 (3.15)

du = —sdT + vdP (3.16)
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La variacion del potencial quimico no es independiente de las variasideésm-
peratura y presion, sino que la variacion de uno cualquiera de ellosgcadularse
en funcion de las variaciones de los otros dos.

La ecuacion de GibbBuhem presenta la relacion entre los parameitias: -
sivos en forma diferencial. La integracion de esta ecuaciomperobtener dicha
relacion en forma explicitay éste es un procedimiento alternativo al presentado
o las ecuaciones 3:8.11. Para integrar la relacion de Gibbahem, es necesario
conocer las ecuaciones de estado que permiten escribir los valokeedduncion
de los valores deP;, o viceversa.

El numero de parametros intensivos susceptibles de variacion mdiepee
€ denominanumero de grados de libertad termodindmicde un sistema dado.
Un sistema simple de domponentes tiene r+ 1 grados termodinamicos de libertad.

En la representacion entrdpica, la relacion de Gibbhkem establece asimismo
que la suma de los productos de los parametros extensivos por las diferenciales de
los parametros intensivos correspondientes se anula:
t
_erdFj:O 3.17

0

1 P ¢ e _
ud <7,> + Vd (7) - k:ZI N d <7> =0 (3.18)

Problemas— Seccion 3.2

3.2-1. Encuéntresela relacion entfe Py u para el sistema cuya ecuacion fundamental es
v (t? s
R?) NV

3.3 Resumen de la estructura formal
Resumamos ahora la estructura del formalismo termodinéemda represen

tacion energética. Por razones de claridadon objeto de ser explicitos, conside
raremos un sistema simple de un solo componente. La ecuacion fundament

U = UGS, V,N) (3.19)

contiene toda la informacion termodinamica acerca del sistema. Con las defini
cionesT = ¢U/dS, etc., la ecuacion fundamental implica tres ecuaciones de estado:

T = T(S, V, N) = T(s, v) (3.20)
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P = P(S, V,N) = P(s, v) (3.21)
u(S, V, Ny = u(s, v) (3.22)

Si se conocerlas tres ecuaciones de estado, pueden sustituirse en la relacion
Euler, volviendo a obtenerse de estedo la ecuacion fundamental. Ad totalidad
de /as tres ecuaciones de estado es equiualente a la ecuggittamental y contiene
toda la informaciéon termodinamica acerca del sistema. Cualgecuacion de
estado aislada contiene menos informacion termodicgémue la ecuacion fun
damental.

Si se conocen dos ecuaciones de estado, la relacién de-Bilism puede
integrarse para obtener la tercera. La ecuacion de estadibesida contendra
una constante de integracion indeterminadsi, dos ecuaciones de estado sol
suficientes para determinar la ecuacion fundamental, salvo unaacoesinde
terminada.

Un procedimiento alternativo para obtener la ecuatiddamental cuando se
dan sélo dos ecuaciones de estado, es por integraciériadidecla expresion por
mol

du= T'ds — Pdv (3.23)

Evidentemente, el conocimiento de= 7(s,t)y P = P(s, v) permite obtener la
ecuacion diferencial en las variablessy u, y su integracion da

u = us, v) (3.24)

que es la ecuacion fundamental. De nuevo, por supuesto, tendrermesnstante
de integracion indeterminada.

Es siempre posible expresar la energia interna en funcigmadenetros dis
tintos deS,Vy N.Asi, podriamoseliminar Sentke= U(S, V, N)y T = I(S, ¥, N)
para obtener una ecuacion deftama U = U(T, V, N). No obstante, conviene
subrayar que tal ecuacidm es una relacion fundamental y no contiene toda |
informacion termodinamica posible acerca del sistema. Eotef recordando la
definicion de Tcom@U/éS, vemos queJ = U(T, V. N)es realmente una ecuacion
diferencial parcial. Aun cuando esta ecuacion fuese iabdgr conduciria a una
ecuacion fundamental con funciones indeterminadas, & conocimiento de la
relacion U = U(S, V. N) permite calcular la relaciord = U(T, ¥, N), pero el
conocimientod® = U(T. ¥, N)no permite calcular inversamerde= U(S, V, N).
Asociados a cada ecuacidn existen una capacidad valomativa contenido de
informacion. Cada una de las ecuaciokes= U(S, V, N)y U = U(T, ¥, N) puede
cumplirse. pero Unicamente la primera posee el contenidagptdma informacion.

3.4 Un ejemplo: el gas ideal monoatémico

Un gas idealmonoatémico se caracteriza por las ecuaciones

PV = NRT (3.25)
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U = 3NRT (3.26)

en las queR es una constante con el valor 1,986/mol K.

El gas ideal monoatémico es un caso especial de una clase mas general de sis
temas conocidos congases ideales generaldsos gases ideales generales, asi como

diversos gases reales, se estudian en detalle en el apéndice D.

Volviendo al gas ideal monoatémico, vamos a buscar su ecuacion funti&me
Como las dos ecuaciones dadas implican parametros intensivos, ningualag
es una ecuacion fundamental, sino que ambas son simpgkereenaciones de
estado. Los parametros intensivos que aparecen eclaxiones sot, Vy N,
por lo que podemos ver que las ecuaciones estan expresadasrepresentacion
entropica. Las ecuaciones pueden escribirse,’ por consiguante, forma mas
natural

1 3 N 3R
— =R -
T 2 U 2u (3.27)
P N R
R .
T 7= (3.28)
La tercera ecuacion de estado tendria la forma
H_H _H ,
7 T(U, V,N) T(u, v) (3.29)

Si se conociese esta ecuacion de estado, podriamos sustitpiersente las tres
ecuaciones de estado en la relacion de Euler,

S - <1T> Ut (1—;) - @N (3.30)

y tendriamos la ecuacion fundamental. Nuestro problema esencial ss,haliar
la tercera ecuacion de estado. La relacion entre ks paradmetros intensivos
viene dada por la ecuacion de Gibbshem:

G- o

y la tercera ecuacién de estado puede calcularse paréit®n de esta ecuacion.
Calculandod(1/T) y d(P/T) a partir de las ecuaciones 3.273.28, se obtiene

u 3R R 3R R
dlEYN = ul = 228V 4 - \VNado = = 2% — 2 ar )
() u( 2) u+l( b_2> v w— - de (3.32)
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de donde

n m 3 u U
Z_(Z2) = —2Rln— - Rln— 3.33
T (T)O 2 u, n Vo ( )

Aqui u, y v, son los parametros de un estado de referepdu/7), aparece como
una constante de integracion indeterminada. Intrahdn nuestras tres ecuaciones
de estado en la relacion de Euler (ecuacid®), hallamos directamente que

N U 32 v N -5/2
s-wssnl(@) (7)) .

S, — SN,R - N, (E) (3.35)
0

donde

La ecuacion 3.34 es la ecuacion fundamental deseada; shiseie@ la constante
de integraciénS,, dicha ecuacion contendria toda la informacién termodicami
posible concerniente al gas ideal monoatémico.

Puede observarse que este andlisis podria haberseidedn cierta medida
por integracion directa de la ecuacion

1 P

en lugar de calcular primero la tercera ecuacion de estado. La légiwmial es
idéntica a la empleada en el método que antecede.t&Enas deduciriamos direc
tamente, apartir de las ecuaciones 3.36, 3.273.28, que

ds = 2 Ra + Ry (3.37)
2u v
de donde, por integracion directa,
s=s5,+3RIn2L + RinZ (3.38)
Uy Vo

gue es equivalente a la ecuacion 3.34.

Debe observarse que la ecuacion fundamental (3.34 o 3.38) viola elgutustyv
de la secciorl.9. Esto es debido a que, en realidad, las ecuacioney 32% son
s6lo aproximaciones a las ecuaciones de estado verdage@s validasinica-
mente en la regién de alta temperatura. En consecuencia,&anfdiecuacion
fundamental derivada de ellas es solamente una aproximaci@re@acion fun
damental verdaderp sélo es valida en la regién de alta temperatura. Si se aplica
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la ecuacion fundamental aproximada solamente a temperattaas @b tenemos
por qué preocuparnos por la aparente violacion del postulado de Nernst.

Problemas—Seccién3.4

3.4-1. Demuéstrese que la relacién entre el volumém presion de un gas idealonoato-

mico que sufre una compresién adiabatica cuasiestétifa= TdS = 0. S = constante) es
250 2s

{ i
Prs? = {Pyr,* e [ e = constante

Represéntese una familia de talesliabaticas» en un grafico deP en funcioén del’

3.4-2. Dos moles de un gas ideal monoatémico se encuentran a una tentpete®iC
» una presion dé atm. El gas se expande adiabaticauasiestaticamente hasta que su-tem
peratura desciende a 50'C. ;Cual serd su presién final@uales serian sus volimenes
inicial y final?

3.4-3. Evaluando la integrafP dV. calculese el trabajo realizado por el gas del proble
ma 3.4-2. Calctilense también las energias iniciglfinal, y demuéstrese que la diferencia entre
estas energias es el trabajo realizado.

3.4-4. Un deposito de gas He tiene un volumenl1@80 litros. El gas tiene una presion
de 0.5 atmy una temperatura d20°C. Un segundo depdsito del mismo volumen contiene
He a una presién de 1 atjmuna temperatura d& "C. Se abre una valvula que conecta los
dos depositos. Suponiendo que el gas sea ideal monoatdmadonitiendo también que
las paredes de los depdsitos son rigidadiabéticas, héallese la temperatyraresion finales
del sistema.

Sugerencia:Obsérvese que la energia interna total es constante.

RespuestaPresion final~ 0,75 atm.

34-5. Si se deja que un gas ideal monoatémico se expandaacamia region en la
que se ha hecho el vacio, aumentando su volumen désdu V, y si las paredes son rigidas
y adiabaticas;cual serd la relacion entre sus presiones inigidinal? ;Cual es la relacion
entre sus temperaturas inicigffinal? ;Cual la diferencia entre sus entropias iniciafinal?

3.5 Calores especificoy otras derivadas

Hemos visto que las diversas derivadas primeras de la ibouAmdamental
tienen un significado fisico importante. Las diversas derivadas segundasitare
también interés fisico. En el capitufoconsideraremos todas estas derivadas se
gundas exhaustivamente e investigaremos las relaciones detaldpe existen
entre ellas. Por el momento, reconoceremos simplemente uref@equimero de
derivadas arquetipo particularmente Utilés.lo largo de esta secciorpdos los
nimeros de moles se consideran constanpesp por razones de comodidad de no
tacion no lo indicaremos explicitamente en cada derivagiarcial.

El coeficiente de dilataciorse define por

1/ ov 1 /ev
Sl ) I pad 3.39
U(GT),, V<0T>P (3-9)

1l

od
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El coeficiente de dilatacion es el incremento relativo de volumen padad de
incremento de la temperatura de un sistema mantenido adpresinstantgy
nimero de moles constante).

La compresibilidadisozérmica se define por

ey _ 1 /¥
<Ei>>,‘ N V(OP)T (2.40)

La compresibilidad isotérmica es la disminucién relatile volumen por unidad
de incremento de presion a temperatura constante.
El calor especifico a presion constanse define por

s\ T[S 1 /do
=7(&£) - £ - (% 41
r (a T),, N <( T)P N <dT>,, (341

El calor especifico a presién constante es el calor cuasiestaticoglorequerido
para producir un incremento unitario de la temperaturaiisistema mantenido
a presiéon constante.

El calor especifico aolumen constante se define por

(s _T(os\ _1[do
= r(3) - 5(E) - 4(9) o)

El calor especifico a volumen constante es el calor cuasiestaticmglorequerido
para producir un incremento unidad de la temperatura destensga mantenido
a volumen constante.

Otras dos derivadas parciales, que no poseen en absoluto daditpractica
de las cuatro citadas, pero que ilustran de forma impogtana cuestion de es
tructura formal que deseamos demostrar, son las siguientes. La@@(d7/dV)¢
representa el aumento de temperatura por unidad de aundentolumen en un
proceso adiabético cuasiestatico. La canti(dP/dS),, cuando se la escribe en la
forma T(dP/dQ),, puede verse que esta relacionada con el cambio de presion n
querido para inducir un intercambio calorifico unidadv@umeny nuimero de
moles constantes.

La ecuacion de GibbBuhem pone de manifiesto la existencia de una relacion
entre las derivadas primeras de la ecuacién fundameAt@logamente, existen
relaciones entre las derivadas segundaésta es la cuestion de estructura formal
a la que hemos aludido en el parrafo anterior. El ejempls seficillo de una re
lacion entre derivadas segundas es la igualdad

oT oP
().~ 5., o

La demostracion de esta igualdad se sigue de la observacionejedg acuerdo
con un teorema elemental de calculo, las dos derivadasafmrsegundas mixtas
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& 1 son respecto & y S son iguales:

U o*U

ovas  osav (3.44)
Pero

e ¢ [eU T

vas ~ ov (5§> - <<—V>SV (3.45)
»

oru & [(oU OP

_ I 3.46
éSov  és (av) <as)m (3-46)

Je donde se deduce inmediatamente la ecuacion 3.43. Debadoiaterpretaciones
fisicas que hemos dado a cada una de las derivadas parcialésclaso que la
ecuacion 3.43 esta sujeta a confirmacion empirica directa y éryst unapredic-
aion clara de un hecho fisico no trivial. Es quizas la consecuencieaffgntesig-
mificativa mas directa de nuestros postulados fundamentales.

La igualdad que acabamos de obtener impklékb dos derivadas parciales.
Sin embargo, como veremos posteriormente, en general défte ek menos una
de tales igualdades entre cadlatroderivadas. La igualdad precedente que implica
solamente dos es simplemente un caso especial, coherente con nuestnacabin
general pero no exigida por ella. Un ejemplo menos especial, quglesimente
citamos pendiente de su demostracidn posterior, es

TVa?
Cp = C

34
P r + NKT ( 7)

Por conveniencia, y como referencia, citaremos otras itentidades particular
mente Utiles, que se demostraran en el capifulastas son

4 oT

“v B 348
<(7S>P.N (‘a‘P)sAN ( )

cS cP

e _(¢L 3.49
<(~‘ V)r N <‘Q’ T)V N ( )

éS oV
g = (Y 3.50
<(7P>7t,v <(1T)P.N ( )

Todas estas relaciones estasociadas con la igualdad de las diversas derivadas
segundas mixtas de la ecuacion fundamental, y este tipgud#dades se conoce
comorelaciones deMaxwell. Las investigaremos detalladamente en el capifulo
Por el presente, nuestro proposito al mencionar lasiogleas de Maxwell en esta
ocasion es principalmente introducir definiciones;\e,, a y«-,, y llamar la aten
cion sobre el hecho de que no todas estas derivadas dependientes.
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Problemas—Seccion 3.5

3.51. Demuéstrese que para un gasenoatéomico ideal

¢, =3R
x=1/T
Ky = 1/P
¢p = 3R

Utilizando estos valores:onfirmese la ecuacion347.

3.52 Confirmese la ecuaci6B43 para un gas monoatémico ideal, demostrando que
los dos miembros de la ecuacién son iguales 277/3 V.

3.53. Calculese el coeficiente de dilatacidémy la compresibilidad isotérmicac,, en
funcién dePy V, para un sistema que cumple la ecuacion de estado deerawdals:

dondea y b son constantes.

3.54. Calclleser,, ¢,, 2y k, para elsistema del problemal9-la. Con estos valores.
confirmese la validez de la ecuaci@7.

355 A continuacion se da la densidad del mercurio. g/cm?, para diversas tem
peraturas

136202 (—10'C); 1359550 "C): 13570810 "C): 13546420 "C)
13521730 'C); 13497340 "C); 13.4729(50 °C); 133522100 °C):
133283110 "C); 13,1148(200 "C); 128806300 °C); 128572310 C)

Calculesex a 0,45, 105 y 305 "C.

(Deberia marcarsel vastago de umermometro clasico de mercurio con divisiones iguales
para iguales intervalos de temperatura, si se supone esiréctte constante el coeficiente
de dilatacion del vidrio?




Las propiedades de los gases ideglesales se describen en ¢
apéndiceD. Es altamente recomendable que el estudiante que se
inicia en la termodindmica con esta obra lea el apénBicntes
de comenzar el proximo capitulo. El apéndigereferente a lag
propiedades de los sélidgsliquidos simples, podria intercalars
entonces mas adelante, de acuerdo con las aptitudesdinalies
del lector.

[

4

Procesosy maquinas térmicas

4.1 Procesos cuasiestaticos

A pesar de ser la termodindmica fundamentalmente un estudio eéstidos
de equilibrio, se la utiliza frecuentemente como base para sacarcoensés
referentes a los procesos. Esto se hace esencialrestudiando los dos estados
de equilibrio en los que el proceso se inicia y termina. Vamos anaya ahora
con algun detalle la relacion exacta que puede establemtre la teoria termo
dinamica y los procesos fisicos reales.

La ecuacion fundamental de un sistema simple puedsiderarse comdefi-
nitoria de una superficie en ekpacio deconfiguraciéon termodinamico.Las coorde
nadas de este espacio son los parametros extensivés N,, N,, ..., N,, ¥y S.
La ecuacion fundamentd = S(U, V, N,,..., N,) define entonces una super
ficie tal como la que se representa esquematicamente eguef.1l. Debe ob
servarse que la superficie de la figutdl esta sometida a los requisitos de que
(@8/él)..., y,... = 1/T sea positivay de que U sea una funcién uniforme de
S,.... X,.... Por definicién, cada punto de este espacio de configurataén
modinamico representa un estadoedgilibrio; la representacién de un estado de
desequilibrio requeriria un espacio cemchas mas dimensiones.

La ecuacion fundamental de un sistecompuest@uede representarse también
por una superficie en un espacio de configuracion termodinamicaiden de
dimensiones correspondientemente mayor. Para uemsstompuesto constituido
por dos subsistemas simples, una posible eleccion de ejes deenadesd seria
S,y yth N U, v NP .. Una eleccibn mas conveniente es
S, UM, v N U, ¥V, N,,...,dondeU = UV + U? y analogamente
paraV, N,,.... En la figura4.2 se muestra esqueméaticamente una representa
cion apropiada del espacio de configuracion termodinandieain sistema com
puesto.

Consideremos una curva arbitraria trazada desde @u@sticial a un estado
final sobre la hipersuperficie que representa la ecuacinddmental de un sistema
en su espacio de configuracion. Una curva de este tipogsentada en la figuda3,
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Fig. 41 La hipersuperficieS = S(U, ..., X,, ...) en el espacio termodindmico de confi
guracion de un sistema simple.

se conoce comdrayectoriu cuasiestatica*o proceso cuasiestaticoUn proceso
cuasiestatico se define como una sucesién de estadegudibrio. Debe subrayarse
que un proceso cuasiestatico es, por tanto, un concgpadizado, completamente
distinto de los procesos fisicos reales, ya que un proceso real impligare estados
intermedios de desequilibrio. que carecen de represiémtan el espacio de confi
guracion termodinamico. Ademads, un proceso cudtiest en contraste con un
proceso real, no implica consideraciones de caudalel®cidades ni tiempos.
El proceso cuasiestatico es simplemente una sucesidenada de estados (de
equilibrio), mientras que un proceso real es una sucewdmoral de estados
(de equilibrio y de desequilibrio).

Ahora bien, aunque ninguln proceso real es idéntico a un procesiestatico,
es posible idear procesos reales que tengan una relacion teastarecha con los
procesos cuasiestaticos. En particular, es posibler haogucionar un sistema
a través de una sucesion de estados que coincida eanuero deseado de puntos
con una trayectoria cuasiestatica dada. Asi, considesemn sistema que se-en
cuentra originalmente en el estadode la figura4.3. Existen procesos reales que
llevan el sistema desde este estado inicial al estadoHlraltravés de una sucesion
de estados de desequilibrio intermedios. En el cursdatigproceso, el sistema

* El autor trata de reflejanqui el caracter geométrico del proceso en el espacio degumafiion.
La trayectoriacuasiestatica debe entenderse como el lugar geométrico de los puetados de equi
librio), infinitamente proximos, por los que pasa ist&ama en su evolucion cuasiestati¢d. de T.)
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\ S=SWUY X, LU X )
S &

Fig. 4.2 La hipersuperficieS = S(U'V, ..., X!*), ..., U,..., X,,...) en el espacio ter
modinamico de configuracién de un sistema compuesto.

LX)
(1)
-~ Xl‘
Trayectoria cuasiestatica o
proceso cuasiestatico
N
Estado inicial A
1)
N

Fig. 4.3 Representacion de un proceso cuasiestatico en el espacionfigucacion ter
modinamico.
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~desaparece» del puntoA y reaparece a continuacion en el pukiplos estados
mntermedios carecen de representacion en el espacio de configuracidrodéna
mico. El proceso real que hemos descrito es una aproximaciorrgrak proceso
cuasiestatico. Puede obtenerse una aproximacion mucho mejor procgdien
ranas etapas. Partiendo inicialmente del sistema en el purgodemos provocar

un proceso real que termine en el estado de equiliBidel sistema desaparece
&l punto A para aparecer en el punB Valiéndonos luego de otro proceso real
podemos llevar el sistema, de un modo similar, deBdeC; desde alli, por otro
proceso real, deC a D, y por etapas semejantes podemos alcanzar finalmente el
punto H. Por esta sucesion de procesos reales. hemos obtenido ahora una aproxi
macion mas ajustada a la trayectoria cuasiestatica que la dempeoceso original,
que iba directamente dea H. Esta claro que, disponiendo los puntoB, C, ...
arbitrariamente préximos a lo largo de la trayectoriasigstatica, puedeonse-
guirse un proceso real tan ajustado a la misma como se desee.

Las diferenciale#s, dU, etc., de los capitulos anteriores se refieren a cambios
a lo largo de las trayectorias cuasiestaticas. Estas diferenciales puedemeitatiesp
en términos de procesos reales Unicamente en la medida ensgu@dé@sos reales
particulares se aproximen a las trayectorias cuasiessa

En un proceso cuasiestatico, el aumentertdeopia viene dado podS = dQ/T.

En un procesdisico real, laentropia puede aumentar aun cuando el sistema esté
aislado adiabaticameni@Q = 0), y en cualquier casdS > dQ/T.

Consideremos un sistema que haya de evolucionar a lo largo dey&ctoria
cuasiestatica de la figur& 3. Las ligaduras que actian sobre el sistema deben
primirse paso a paso, permitiendo en cada etapa gusteis llegue a un nuevo
estado que pertenezca a la trayectoria. En principio, estas ligadeb&riarsupri-
mirse de un modo infinitamente lento. En la préctica, la velocidad con queesten
suprimir se caracteriza por @lempo de relajacion © del sistema. Pura un sistenza
determinado, con un tiempde relajacién dadoz. los procesos que tienen lugar en
intervalos de tiempo cortos conzparados com no son cuasiestaticos, mientras que
los que requieren intervalos largos comparados eoson aproximadanienteuasiestd-
ricos. Para tales procesos lentos podemos escribir, aproximedte, queiS =
= dQ/T.

Como ejemplo del concepto del tiempo de relajacion. considesemn cilindro
lleno de un gas y provisto de un piston. Se supone que las paredekndizbcy del
piston son adiabaticas. Si se empuja el pistdbn hacia dentro sidgiamente,
el aumento dentropia es cero. En cambio, si el piston se impulsa hacia el imteri
con rapidez, induciendo toda clase de flujos hidrodindmicos compkcadoel
gas, el aumento dentropia es positivo. a pesar del hecho de ¢ige = 0. Podemos
estimar el tiempo de relajacion de este sistema como sigue. Sabemas digero
movimiento del piston tiende a comprimir el gas adyacenteisim. Para que el
proceso sea cuasiestatico, esta compresion tiene gpardis en la totalidad del
volumen del gas antes de que produzca la compresion perceptible siguiente.
El tiempo requerido para que una compresion locddizee uniformice en toda la
masa del gas debe ser del ordenlgde dondel es una cierta dimensién media del
sistema Y es la velocidad del sonido en el gas. El tiempo de relajacion del sistema
para procesos de compresion es, por consiguiente,rdenade}’ 3jc.
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4.2 Procesos reversibles e irreversibles

Una segunda clasificacion importante de los procesos la sugiere el princi|
extremal basico. Supongamos que un sistema aislado sergrecea un estado A
y que la eliminacion de una ligadura inicia un procespo@$dneo que termina en
un estadd. El propio hecho de que se suponga que el proceso tiene lugar impli
que laentropia del estadd® es mayor que la del estado A. Si ahora se desea inver
el proceso y devolver el sistema al estado A, es imposilalizes esto simplemente
manipulando las ligaduras en el interior del sistema ddsl&n efecto, si tal proceso
inverso pudiera tener lugar, ello implicaria una dismidacde la entropia, con
violacion del principio extremal béasico y en contra dedpegiencia. Por esta razén
se dice que todo proceso fisico real, tal como el que lleva deBAes un proceso
irreversible.

Aunque todos los procesos reales son irreversibles y van acompafiados po
incremento neto de la entropia, podemos considerar el Gast@ en el que el
aumento de entropia llega a ser arbitrariamente pequefio. Elidigalizado de
proceso en el que el aumento de entropia se anula se conoc@omesaeversible.

Un proceso reversible se inicia en un sistema pelit@nacion de una ligadura,
permitiendo las ligaduras restantes que el sistema seatesplo largo de una
trayectoria deentropia constante en el espacio de configuracion termodinamicc
Un sistema que se halle en cualquier estado que pertenegsta drayectoria se
encuentra en equilibrig; no existe otro estado disponible e#ropia mayor. Asi,
un proceso reversible esta constituido por una sucesion de ssiadequilibrio

!
s

Plano

X}(ﬂ

b

(1)
XJ'

Fig. 44 Un proceso reversible, a lo largo de una trayectoriasiesééticaisentropica.
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v por consiguiente coincide con una trayectoria csésiea como la representada
en la figura4.4. Todo proceso reversible coincide con un procesgasiestdtico.

La inversa de la afirmacion precedente no es cierta. BEegiamente posible
encontrar procesosuasiestaticos que no sean coincidentes con trayectorias de
entropia constante, es decir, que no sean procesos reversibles. La trayecteria cua
siestatica de la figurd.3es de este tipo.

El hecho de que un sistema tenga en un estadoaentropia menor que en
un estadoB implica que el sistemaisladono evolucionara espontdneamente desde
B hastaA por ninguna reordenacién de sus ligaduras internas.obstante, es
posible hacer volver el sistema del estd®lal A si el sistema se acopla de manera
apropiada a otro sistema; es decir, si se elimina la restriceiérede. Designaremos
el exceso dentropia en el estad® respecto a la del estadopor AS.Supongamos
ahora que nuestro sistema se acopla a un segundo sisgedispongamos las
ligaduras de tal modo que se permite algin proceso engeinse sistema, pero
de tal manera que este proceso esté asociado necesariahegtierno del sistema
primario a su estado inicial. Este proceso completo podra ocurlir entropia
total del sistemacompletoaumenta durante su realizacion. Es decir, el proceso
ocurrira si el aumento dentropia del sistema secundario es al menos capaz de
compensar la disminucion dmatropia del sistema primario.

Se dice que un proceso es irreversible si estd asociado a un aumentwgpéen
todos los procesos reales caen dentro de esta cateBardainvertir un proceso de
este tipoy hacer que disminuya l&ntropia de unsistema, es necesario que se produzca
un aumento equivalente (0 mayor) deentropia en algun sistema acopladl aumento
de entropia proporcionaasi una medida cuantitativa de la irreversibilidad de un
proceso fisico.

4.3 Focode trabajo reversible y fuentes

La tendencia de todo sistema a evolucionar espontdere@ hacia el equilibrio
puede canalizarse de tal modo que el sistema sumirtistbajo a algin agente
externo. Esta capacidad para suministrar trabajo sevapha para fines Utiles
en muchas aplicaciones técnicas. El movimiento espentdle un piston desde
la region de presién alta a la de presion baja en el anteie un cilindro sumi
nistra la potencia motriz de una maquina mecanica. Demamalogo, la tendencia
del calor a fluir desde el interior caliente de una caldera de vaparaamosfera
fria impulsa la locomotora de vapor. Algunas de lagljp@ones mas importantes
de la termodindmica se refieren a la manera en que un sistema gactede como
maquina térmicg suministrar trabajo a un agente exterAocontinuacion vamos
a prestar atencion a estas consideraciones.

Una cuestiéon inmediata que surge cuando consideramos kpsinaé térmicas
es definir qué se entiende por ((agentesexternos)) a los que handestrarse tra
bajo. Estos agentes externos son, por supuestonaisteermodinamicos. Sin em
bargo, puesto que los mismos se introducen exclusivamente comdaoresegel
trabajo realizado, es deseable idealigasimplificar sus propiedades termodin&
micas en la mayor medida posible.
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Definamos ahora varios tipos de sistemas especificamente utiles. El prim
de ellos, el de utilidad mas evidente, efoeb de trabajo reversible. Un foco de trabajo
reversible se define como un sistema confinado por una pared impermeadtétach
y caracterizado por tiempos de relajacion suficientemente cortos comocperaodos
los procesos de interés que se verifican en él puedan considerarseabaente cua-
siestaticos.Como la relacion entre el calor cuasiestatico y la variacioant®pia
esdQ = T dS,la pared adiabatica asegura un valor constanteatgiapia. Cuando
estd acoplado a otro sistema, un foco de trabajo reversible actiacomanantial
0 un sumidero cuasiestético de trabajo.

Desde el punto de vista termodindmicogos los sistemas considerados en la
teoria de la mecéanica son focos de trabajo reversikle. peso simple suspendido
por un cable que se desliza sobre una polea puede absorber asstamitrabajo,

y dQ = dS = 0, dicho sistema puede considerarse como prototipo de un for
de trabajo reversible.

Un ,foco de calor reversible se define como un sistema confinado por una pal
impermeable rigiday caracterizado por tiempos de relajacion suficientemente corto
como para que todos los procesos de interés que sdiafedentro de Plpuedan cen
siderarse esencialmente cuasiestatidéslnico intercambio de energia posible tanto
hacia como desde un foco de calor reversible tiene lugar en forma de dalial
modo quedU = dQ = T dS. Un foco de calor reversible actilia como un manantia
o un sumidero de calor cuasiestético.

Los focos de calor o trabajo reversibles de gran capacidad se conoogo
fuentesen particular, un foco de trabajo reversible muy grande esfuete de
volumeny un foco de calor reversible muy grande es tunente de calor.

La caracteristica mas util de una fuente de calor es que peomanuna tem
peratura fija y constante con independencia de la cadtide calor introducida
0 extraida de ella. La derivai(d7/oU), y,.y,..., que describe el cambio de tem
peratura ocasionado por la entrada de la unidad dedeahtie calor, es una fun
cion homogénea de primer orden inversa de los pardmetros extensivascgnp
siguiente se anula para un sistema infinitamente grande. Una fuente depzaio
consiguiente, esitil como dispositivo termostatico; cuando esta en contacto ¢
un sistema a través de una pared diatérmica, la fuente de cahtieneel sistema
a temperatura constante con independencia de las ulacignes de lopara-
mentros extensivos(,, X, ..., X,, ... del sistema.

Andalogamente, la presion de una fuente de volumenrestaote. En la practica,
la atmosfera desempenfa frecuentemente el papel de fiuante,de calor como de
volumen. Asi, las reacciones quimicas que se producen en recipientes abie
comienzan y terminan necesariamente en estados mmgperaturay presion
vienen determinadas por la atmésfera en la que se realizan.

4.4 Procesos de trabajo maximo
Un sistema en un estado particularpuede acoplarse a un foco de trabajc

reversible y a un foco de calor reversible, y mas tarde, mediante alguesproc
llevarse a un estado final particulBr En este proceso generalmente se transfier
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calor al foco de calor reversible o se extrae dg &k transfiere o se extrae trabajo
del foco de trabajo reversible. La cantidad de trabajo transferidemgeesn interés
particular, pues se encuentra disponible para un aproveehgonitil. De hecho,
frecuentemente interesa encontrar cual es el propastcular, iniciadoy ter-
minado en los estados daddy B, que produce la transferencia de trabajo maxima
posible al foco de trabajo reversible. Veremos ahora que el proceso que cumple
esta condicién es el proceso reversible. Es ddeitodos los procesos que pueden
darse entre un estado inicig) un estadofinal dados de un sistema, el intercambio
de calor hacia el foco de calor reversible asociado es minymbintercambio de trabajo
hacia el foco de trabajo reversible asociado es maximo para los preaesersibles.
Los intercambios de calop trabajo son iguales para todos los procesos reaersibles
que tienen lugar entre los estados dados.

Consideremos un sistema compuesto aislado consistente feicaude trabajo
reversible, un foco de calor reversiljain subsistema de naturaleza gengralo
especificada. El subsistema experimenta algun proceso que lo lleva desde el estado
inicial A al estado finaB. Si la energia interna del subsistema en el esthés
menor que en el estadd, la diferencia de energia se distribuira entre el foco de
calor reversibley el foco de trabajo reversible. La fraccidon de esta energia que
finalmente se acumula en el foco de trabajo reversible debe maxietiznsu}
tAneamente, la fraccién restante que absorbe el focdalereaersible se minimiza.
Ahora bien, la entropia total del sistema compuesto aumenta necesaté en
cualquier proceso real, pero un proceso reversible correspondsaalimite idea
lizado en el que este aumentodegropia total es cero. En consecuencia, el iacre
mento de entropia que acompafia a cualquier proceso irreversible real @s may
que el que va asociado a un proceso reversible. Las variacionegrdgia en las
diversas porciones del sistema, tanto en los procesos irreversibles c¢ohos e

< Sistema )
Estado A — Estado B
-AU = (U, - U)

AQ* w

Foco de calor
reversible

Foco de trabajo
reversible

Fig. 45 Procesos de trabajo maximo. El trabajo producAW® es maximoy AQ‘ es
minimo si el sistema evoluciona desdehastaB por un proceso reversible.
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reversibles, se indican en la tabla 4.1. Al final del procesentepia del foco de
calor reversible sera menor si el proceso es reversible que si el proceso esirrever
Asi, la energia final del foco de calor reversible es también minima si el proc
es reversible, dado que la energia inteyra entropia del foco de calor reversible
estan relacionadas por la formul¥ = T 4S, con T positiva. Asi, hemos demos
trado que la energia suministrada al foco de calor reversible es minima en un
ceso reversibley de ello se sigue que el trabajo suministrado es maximo en
proceso.

La cantidad real de trabajo suministrada en un proceso reversible puede
cularse considerando los cambios de energia asociados con los canehiospde
enumerados en la tabla 4.1. El cambio de energia del subsistdigaed/,. como
se indica en la tabla 4.2.

SeaAQ° el calor transferido al foco de calor reversible. DesignemosT f{&")
la temperatura del foco de calor reversible; la temperatura es, en efecto, Unicar
funcion de la entropia, ya que el volumgfos nimeros de moles del foco de calol
reversible son constantes. Finalmente, sea inicialnmSita entropia del foco de
calor reversible, con lo que su valor final sS¢a- (S, — S,). El calor transmitido
al foco de calor reversible es

SE = (Sy—S,)
AQ¢ :I T(S*) dS° @1

S8

Tabla 4.1 Cambios deentropia en los procesos reversibles e irreversibles

Procesosrreversibles Procesosreversibles
Sistema total AS > 0 AS=0
Subsistema Sy — 8, Sp— S,
Focode trabajo reversible 0 0
Foco de calor reversible AS - (S,-S) (S - S

El trabajo transferido al foco de trabajo reversible es igual a la energia extr:
del subsistema menos el calor transmitido al foco de calor reversible, com«
muestra en la tabla 4.2.

* El uso de esta relacion cuasiestatica es valido en el foco de calor reversible. en el que todes lo:
cesos son cuasiestaticos por definicion, aun cuando el proceso total sea irreversible.




4.5 Maquinas térmicas 67

Tabla 4.2 Cambios de energia en los procesos reversibles

Sistema total 0

Subsistema U, - U,
S6— (S5 —Sa)

Foco de calor reversible AQ¢ = J T(S5) dS*
s§

Foco de trabajo reversible AW® = _AQ° - (U, — U)

De esta tabla podemos deducir, por tanto, que

S6—(Sz—S4)
AW® _ _ j T(8") dS° — (Up — U, (4.2)

S6

Para estados dadosy B, y para un foco de calor reversible dado [descrito
por T¢(S%)], esta ecuacion da el trabajo maximo que puede ser extraido del sis
tema.

Puede suceder, para estadoy B dados y para un foco de trabajo reversi
ble dado, que el trabajeuministrado AW ®' sea negativo. En tal caso serd ne
cesario realizar trabajo sobre el sistema con objetquieel proceso pueda tener
lugar. Nuestra demostracion de que el trabajo suministes algebraicamente
méximo implica que el valor absoluto del trabajo realizastdre el sistema es
minimo en este caso. El exceso de trabajo realizado en un proceso irreversibl
en relacion con el realizado en un proceso reversible, se denotrabajo disk
pativo.

4.5 Méquinas térmicas

Los intercambios de calor y trabajo en un proceso reversible se egpadsen
la figura4.6con mayor detalle que en #a5.La energia que sale del sisteaAU)
lo hace parcialmente en forma de trab@joAW) y parcialmente en forma de calor
(—= AQ). El trabajo (- AW) es transferido directamente al foco de trabajo rever
sible. En cambio, el calof- AQ) es suministrado so6lo parcialmente al foco de
calor (AQ°) y transformado parcialmente en trabajo que se suministfacal de
trabajo reversibldAW'). Calcularemos la fraccién del cal¢+ AQ) que se trans
forma en trabajgAW') y se suministra al foco de trabajo reversible.
Consideremos una etapa infinitesimal del procgsseeaT la temperatura del
sistema. Entonces, la cantidad de cdleddQ) que abandona el sistema esT dS.
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Sistema

Estado A — Estado B

Foco de calor
reversible
Temperatura T°

/
Foco de trabajo
reversible

Fig. 46 Transferencias de trabajocalor enun proceso de trabajo méaximo

El calor dQ° cedido al foco de calor reversible 8dS* = —T°dS, y la fraccion
de este trabajd@W’ comunicada al foco de trabajo reversible es

aw’' = (—dQ) — dQ* (4.3)
= —TdS + T°dS (4.4)

TC
= (1 - 7)(—(1@ (4.5)

La fraccién del calor extraido que puede transformarserabajo recibe el
nombre derendimiento de la maquina térmice,. Asi,
aw’ T*

BE_—‘iQ=l—? (46)

£
La fraccion del calor extraido del subsistema que puede suministrarse enafde
trabajo es igual a ladiferencia entre las temperaturas del subsistema vy fieb de
calor reversibledividida por la temperatura del subsistema.

Para poder suministrar una fraccigositivadel calor extraido al foco de trabajo
reversible, es evidentemente necesario fiusea menor qud . Si 7¢ fuese mayor
queT, el rendimiento seria negativél¥’ también, y seria necesario extraer trabaj
del foco de trabajo reversible. Discutiremos mas adelante este castymesponde
mas a una maquina frigorifica que a una térmica.

Para un sistema de temperatura dddel rendimiento de la méaquina térmica
aumenta a medida que disminuy& Esto es, cuanto menor es la temperatura d
foco de calor reversible, tanto mayor es el rendimiento de la maquisa,vglor
maéaximo posibleg, = 1, se alcanza si la temperatura del foco es igual a cero.

El principio fundamental de la maquina térmica es bastantaitive. Una
cierta cantidad de calar—dQ) se extrae del subsistemaduciéndosesu entropia
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en una cantidad- dQ)/T. De un modo u otro, es preciso que la entropia aumente
al menos en dicha cantidad. Podemos hacer esto tomamaigorcion del calor
extraido y comunicdndola a un foco de calor reversible. Si la tempardel foco

de calor reversible es muy baja, podremos conseguir un aumertordpia muy
grande con un pequefio aporte de calor, y el resto dal egfraido estara disponible
en forma de trabajo. Cuanto menor sea la temperatura debi®calor reversible,
tanto menor seréd la cantidad de calor que sera preciso sacrificar a la roggsm
objeto de satisfacer la condicién de quectaropia total debe aumentar, y sera
mayor la cantidad de trabajo que podremos recuperar.

Nuestra discusion se ha desarrollado en términos muy deagpero hemos
conseguido llegar a una férmula muy especifica y cuantitativa para el riemtm
maximo de la maquina. No nos hemos preocupado en absidytoocesos partieu
lares 0 métodos especificos para la conversién del calor extraiddoajotr&xisten
muchos procesos de esta clase: un proceso represerdatios mismos, conocido
comociclo de Carnot,es el descrito en la seccidn/. Pero el gran valor de nuestro
resultado reside en su generalidad absoluta: paatguier proceso reversible, el
rendimiento viene dado por la ecuacion 4.6, y para cualquieceso irreversible
el rendimiento es menor.

Problemas— Seccién4.5

45-1. Se dispone de dos depésitos, uno de agua hirvieoteo de hielo. Ambos estan
confinados por paredes rigidas e impermeables, petérdiicas (Cuanto calor seré preciso
extraer del depoésito caliente por cada julio de trabajoppeda realizarsg€uantos gramos
de hielo sera preciso fundir? (Cada 80 calorias suminiagad depoésitério funden 1 gramo
de hielo.)

45-2. En un dia caluroso, a una temperatura2ég °C, se dispone de un pozate-
siano a una temperatura d,8 C. Se utiliza una maquina térmica que opera entre estas
fuentes para elevar el agua del pozo. Si se el@2ghkg de agua una altura del m, ;qué
cantidad de calor tendra que ser comunicada al agua del pozo?

45-3. Sila maquina del problema 45alcanza solamente el 30 por 100 del rendimiento
ideal, ;cual sera la solucién de dicho problema?

45-4. Una locomotora que pes#).,7 toneladas es capaz de ascender por una pen
diente de anguld a una velocidad de 80km/hora. La locomotora quema 907 kg de carbén/
horay mantiene la temperatura de la caldera a 100°C. La termyperael aire es 21"1C.
Suponiendo que la locomotora opera2dlpor 100 del rendimiento termodinamico, ;cudl
es el anguldd de la pendiente?

El equivalente calorifico del carbén es 78B€al/kg.

4.6 Un problema ilustrativo

Para ilustrar una aplicacion de la teoria del rendimiento dedquima térmica,
consideraremos el problema siguiente. Dos cuerpos idéntienen ecuaciones de
estadoU = NCT,siendoC una constante. Los valores dey C son iguales para
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ambos sistemas. Sus temperaturas inicialesI’;on7,, y vamos a utilizarlos como
focos de trabajo llevandolos a una temperatura final coifjipCual es el margen
de las posibles temperaturas finalg@aé temperatura final corresponde a la €an
tidad méxima de trabajo suministrag@ual ser esta cantidad maxima de trabajo?

El proceso considerado consiste en la extraccion de cidlocuerpo de tem
peratura mas alta, la cesion de una parte de este calor al cdernperatura
mas bajay la recuperacion del resto en forma de trabajo Uutil. El coerp 1 es
analogo al subsistema de la seccibb, y el cuerpon.® 2 es el equivalente al foco
de calor reversible.

El primer hecho evidente es que, en un proceso completamente irreversib

en el que no se produce trabajo alguno, la temperatura final seraylarrposible.
Si se extrae trabajo, la energia final, y por consiguiente la tesipm final. sera
menor que aquella. La temperatura final maxima, por tantogsponde al caso
en el que los dos cuerpos se ponen simplemente en contaciicdésin producir
trabajo alguno, con lo que se llega a la temperafyra- (7, + 7,)/2.

La temperatura final minima alcanzable corresponde alrssimo de la can
tidad maxima posible de trabajo, y estd asociada a un proceso reversible.

En un proceso reversible, se extrae una cantidad infinitesimal de calor del cuer
caliente, se aporta una parte de el al cuerpo frio, y el reslibesm en forma de
trabajo. El rendimiento es el dado por la ecuacldh Sin embargo, en la etapa
infinitesimal inmediatamente siguiente se encuentra que la temperatura de c:¢
cuerpo se ha modificado por la transmisidn de calor que tugarlen la primera
etapa infinitesimal. No es posible aplicar simplemente la ecuati®al proceso
global, sino que hemos de recorrerlo, paso a paserndaien cuenta el hecho de
que el rendimiento cambia continuamente.

Supongamos que en cierta etapa del proceso el cuerpo mastealeanza
la temperatural’*’ y el cuerpo mas frio alcanza la temperati7?). Retiramos
una cantidad de calo-4Q‘'"’ del cuerpo mas caliente, reduciendcetaropia del
mismo en —dS" = —aQ"/T® y descendiendo su temperatura end7™) =
= —dQ"W/NC. Simultaneamente, aportamos una cantidad de ¢Q‘*' al cuerpo
mas frio, con lo que se aumenta &itropia en dS? = dQ@/T'?, y se eleva su
temperatura eld7® = ¢Q'®/NC. El requerimiento de que lentropia total per
manezca inalterada es

4 (1) d (2)
R 47
0 bien
NCdTY  NCdT®
i =0 (4.8)

Integrando a lo largo del proceso global, podemosquer7'"’ pasa del’, a 7,
mientras quel™ lo hace deT, a 7:

Ts g7 JTI dr®
= - 49
jT, atll - T2}
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de donde
T T,
S - _InYL
In T, In T, (4.10)
o sea
T, =TT, 4.11)

Esta es la temperatura final minima alcanzable.

Debemos encontrar todavia el trabajo realizado. Laemamas directa de
hacerlo consiste en observar que la energia total finél,es 2NCT,, en tanto
que la energia original e, = NC(T, t T,). Ladiferencia es el trabajo realizado:

AW = NC[T, + T, - 2./T,T,] (4.12)

El lector encontrara instructiva la comprobacion de este refulpor integracion
del trabajo realizado en cada etapa infinitesimal del proceso total.

El problema ilustrativo que hemos desarrollado con tantolldetiene una
importancia insignificante en si mismigl principio del rendimiento de las maquinas
térmicas encuentra su aplicaciéon real en el disefio dertas de vapor, motores
de gasolina, etcY, por supuesto, estas maquinas reales no alcanzan nunca el ren
dimiento de la maquina térmica ideal. Debido a la friccion de sus partesas
y al hecho de que no pueden trabajar tan lentamente como seria precisguea
fuesen verdaderamente cuasiestaticas, aquellas alcaaras weces mas del 30
0 el 40 por 100 del rendimiento termodinamico. Sin embargoingkd superior
de rendimiento, fijado por los principios termodinamicos béasiessun factor
extremadamente importante en los disefios técnicos.

Problemas—Seccion 4.6

4.6-1. En el problema ilustrativo del texto, se extrae caloasiestaticamente del cuerpo
mas calientey se lo introduce cuasiestaticamente en el cuerpo fmdidssin producir trabajo
alguno. Calculese el aumento irreversible desdaropia total.

4.6-2. Si NC = 2 cal/K para cada uno de los cuerpos del problema ilustratysi
T, = 100°C y T, = 0°C, (cudl sera el trabajo maximo realizado?

4.63. Un sistema mantenido a volumen constante tiene una capacialorifica a
volumen constante)f, = Nc,..que es independiente de la temperatura. El sistema & hal
inicialmente a una temperatur,, y se dispone de una fuente de calor a la temperatura
inferior T,. Demuéstrese que el trabajo maximo recuperable, cuandistems se enfria
hasta la temperatura de la fuente, es

To T, T
W:—C,,J (l—l">dT=C,‘[(T—T)—Tln~1:|
Ty T ! 0 0 TO
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4.64. Sila temperatura de la atmdsfera es d€ Burante un dia de invierno y se dis
pone de 1kg de agua a 9, ;cuanto trabajo puede obtenerse? Supéngase que el volumer
del agua es constante y que el calor especifico a volumen constdet#8wal/mol K y es
independiente de la temperatura.

4.65. Un cuerpo cuya ecuacién de estadoless NCT se calienta desde la tempe
ratura T, hastdl’, poniéndolo en contacto sucesivo con una serie de fueotedetnpera
turas comprendidas entf® y T,. El cuerpo se hace volver luego a su estado inicial por
contacto con una fuente Unica de temperaturaCBJculese el cambio de entropia del cuerpo
y de las fuentes;Cual serd el cambio total de entropia del sistema global'?

Si el calentamiento inicial se realizase simplemente poniendo el cuerpon¢acto con
una Unica fuente a la temperatufg, ;cudles serian los diversos cambios de entropia?

4.66. Tres cuerpos idénticos cumplen la misma ecuacion de @stad= NCT, con
NC = 2cal/K. Sus temperaturas iniciales son 200, 250 y B4QCual es la cantidad maxima
de trabajo que puede extraerse en un proceso en el queetess cuerpos se llevan a una
temperatura final coman'?

4.6 7. Dos cuerpos tienen una misma capacidad calorifica anvatuconstante dada

por
C,= Nc,.= A + 2BT
dondeA = 2 cal/K y B =0,5x 102 cal/K?.

Si los cuerpos se hallan inicialmente a temperaturas dey 200 K y se dispone de un
foco de trabajo reversiblgcuales seran las temperaturas comunes finales maxima y minima
a que podran llevarse los dos cuerpg€fal es la cantidad maxima de trabajo que puede
transferirse al foco de trabajo reversible? En todos ksos debe suponerse que ambos

cuerpos se mantienen a volumen constante.
Respuesta:T,, = 292 K.

4.6-8. En el intervalo de temperaturas comprendido eftye100°C, un sistema par
ticular mantenido a volumen constante tiene una capdcimdorifica de

C, = Nc, = A+ 2BT

con A = 1/300 cal/K, y B = 10™* cal/K2.

Se dispone de una fuente de calor a 0°C y un foco dejyakaersible;Cual es la can
tidad maxima de trabajo que puede transferirse al factrabajo reversible cuando el sis
tema se enfria desde 1@0 a la temperatura de la fuente'?

4.69. Un sistema tiene una capacidad calorifica (a volumemstante) de
C,.= AT

dondeA = 0.01 calik’.

El sistema se encuentra inicialmente a R0§ se dispone de una fuente térmica a 100 K.
¢Cudl es la cantidad méaxima de trabajo que se puede recuperadoisgeniria el sistema
hasta la temperatura de la fuente?
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4.7 Méaquinas frigorificas y bombas de calor

La funcion util de una maquina térmica es realizar trabajo, lo queehtae
vendo calor de un sistema de temperatura alta y comunicando una parte del mis
a un sistema de temperatura mas baja. Supdngase que hacemos funcionar ¢
maquina en sentido contrario: se extrae calor del sistema de temperatura baje
toma trabajo de un agente exterpta suma de estas energias se comunica en form
de calor al sistema caliente. En este caso, se supone que tanto el sistema ca
como el frio son focos de calor reversibles. Tal operacién puede ser (til de eos r
neras. Si el propésito es enfriar mas el sistema frio, el dispositivo esamena
frigorifica. Si la finalidad es calentar méas el sistema caliente, el dispositivo recil
el nombre debomba de calor. Basicamente, las maquinas térmicas, las maquine
frigorificasy las bombas de calor, son dispositivos idénticos, que se hacen traba
con finalidades diferentes. pero sometidos a los mismos principios fundamental

Consideremos en primer lugar la maquina frigorifica. El sistema frio, del qu
seextrae calor, es el «interior» de la maquina frigorifica. El sistema caliente, al qt
se suministra calor, es el «exterior» de la maquina, usualmente la atmdsfera
trabajo que tiene que ser suministrado por el agente externo es el que penosarn
compramos a la compafiia eléctrica. Evidentemente, deseariamos que este tra
que hemos de pagar, fuese lo mas pequefio posible. Asi, pues, nuestro dese
minimizar el trabajo absorbido, o, en términos algebraicos, maximizar el traba
realizado (intrinsecamente negativo). Admitiremos también que la operacién opti
se consigue por un proceso reversible.

Aunque el analisis de la seccién 4.6 es aplicable en este caso, el rendimie
alli deducido no constituye una medida interesante del funcionamiento de la r
quina frigorifica. Lo que queremos averiguar es el nimero de calorias extrai
del sistema frio por cada caloria de la compaiiia eléctricacktientede eficiencia
de la mdquina frigorifica, ¢,, se define como la relacién del calor extraido al trabajc
absorbido.

Para adaptar el andlisis de la seccién 4.5 a la maquina frigorifica, represer
remos el subsistema de dicha seccién por el superihdice temperatura " de
este sistema es mayor qifi§ pero dQ" debe considerarse ahora como cantidac
positiva ydQ‘ como negativa. La ecuacion 4.5 muestra que el trabajo realizac
dW'’ es negativo, como era de esperar. La energi@‘ se extrae del sistema frio,

la energia- dW' se toma del foco de trabajo reversiyléa energialQ" = —aQ° —
— dW’ se comunica al sistema caliente. La condicion de reversibilidad exige q
dQc  do"
+% _9 4.13
T¢ T @19
o sea
aQc 4o+ dw’
= %2 T T
e o 4.14)

El coeficiente de eficiencia de la maquina frigorifica es, por consiguiente,

_dQC TC
g = = — 4.15
To—aw T -T* 1)
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Si la temperatura es la misma en los dos sistemas, el coeficiente de eficiencia
la maquina frigorifica se hace infinito: no se requiere entonces jmatdguno para
comunicar calor de un sistema al otro. El coeficiente de eficiencia se hagmeegir
vamente menor a medida que la temperaltide la maquina frigorifica disminuye
con relacién a™. Y si la temperatura de la maquina frigorifica se aproxima a cero,
el coeficiente de eficiencia se anula también progresivamente (supori&figx).

Por tanto, se requieren cantidades enormes de trabapoeptraer incluso canti
dades insignificantemente pequefias de calor de un sistema proéxiffo=eD.

Prestemos ahora nuestra atencion a la bomba de calor.t&cas® pretende
mos calentar un sistema moderadamente caliente, extier¢a cantidad de calor
de un sistema frio y consumir también cierta cantidadrdbajo de un foco de
trabajo reversible. En un caso practico, el sistema caliente puedé is¢erior
de una vivienda en invierno, el sistema frio es el ambiente extgria fuente de
trabajo reversible es de nuevo la compafia eléctBoaefecto, podemos calentar
nuestra vivienda quitando la puerta de la neyeencajando la maquina en una
ventana abierta. El interior de la nevera queda expuesto al aiexiglor, y la
maquina intenta (con éxito insignificante) enfriar mas el ambiente extetho
calor extraido de esta enorme fuente, junto con la energidradide la compafiia
eléctrica, es introducido directamente al interior de la habitacion deséepeintin
de refrigeracion situado en la parte posterior de la neyepesar del hecho de que
un frigorifico doméstico ordinario no tendria capacidad. de restaera, para ea
lentar realmente mas que una habitacién pequefisimariralipio es correcto,

y existen en el comercio bombas de calor utilizables para calefaccion industrie
y doméstica.

El coeficiente de efciencia de ldombade calor,e,, es la relacion entre el calor
suministrado al sistema caliente y el trabajo extraido dedate de trabajo re
versible:

h h
=1 _ T (4.16)
—-aw T -T

Problemas—Seccion4.7

4.7-1. Las temperaturas mas bajas que se han alcanzado son del @ed&001K.
Si el precio de la energia 863 Pta/kw h, jcuanto costara, como minimo, extraer una-can
tidad de calor dé cal de un sistema a 0,007 (El ((sistema caliente)) es la atmdsfera.)

4.7-2. Una vivienda debe mantenerse a“@ly la temperatura exterior es de 10°C.
Un método de calefaccién de la vivienda consiste en attquabajo de la compafiia eléctrica
y convertirlo directamente en calor: éste es el métodozatllb por los radiadores eléctricos
comunes de las viviendas. Alternativamente, el trabajo aithpu puede utilizarse para
hacer funcionar una bomba de calgfuil es la relacion de costes si la bomba de caler al
canza el coeficiente de eficiencia termodinamico ideal?

4.7-3.  Un frigorifico doméstico se mantiene a una temperatur@ d& Cada vez que
se abre la puerta,se colocan en su interior articulos a la temperatura artdise introduce
un promedio de 50 kcal, produciéndose solamente, sinaegob un pequefio cambio en la
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iemperatura del frigorifico. La puerta se abre 15 vecesaly el frigorifico opera al 15 por 100
del coeficiente de eficiencia ideal. El coste de la energihisPta/kw h. ;Cual es el importe
de la factura mensual correspondiente al funcionamientesie frigorifico?

4.7-4. Se extrae calor de un bafio de helio liquido a una temperate 4.2K. La fuente
de alta temperatura es un bafio de nitrégeno liquitih3K. ;Cuantas calorias seintroducen
en forma de calor en el bafio de nitrégeno por cada calatfaida del bafio de helio?

4.7-5. Supo6ngase que un cierto cuerpo tiene por ecuacién decedgtad NCT, con
NC = 2cal/K, y supéngase también que esta ecuacion de estado es @alidalo el campo
de temperaturas comprendido enéé K y la temperatura ambientgQué cantidad de
trabajo tiene que consumirse para enfriar este cuerpo desde la tatoparambiente (30K)
a 0,5 K, utilizando la atmdsfera como fuente caliente?

4.7-6. Se deja expandir isotérmicamente un mol de un gas idealoatomico desde
un volumen inicial de 10 litros a un volumen final de 15 litrosanteniéndose la temperatura
a 400 K. El trabajo realizado se utiliza para poner en funcionatweam frigorifico terme
dindmico que opera entre fuentes de temperaturas de3WK . ;Cuil es la cantidad maxima
de calor extraida de la fuente de temperatura baja'?

4.8 El ciclo de Carnot

Hemos visto que en un proceso en el que se extrae calor de un sistema,calier
se inyecta parcialmente en un sistema frio, y el resto se utiliza como trabajo, ¢
trabajo liberado es maximo si el proceso es reversible. Vamosceldeahora el
ciclo de Carnot, que es un procedimiento especifico poaslpueden conseguirse
estas transferencias reversibles de cgldrabajo.

Para realizar el proceso requerido introduciremos un ((sistema auxddaihas
de los dos focos de calor reversibjede la fuente de trabajo reversible. El sistema
auxiliar es, de hecho, una herramienta. y al final del proceso gereatztamente
en el mismo estado en que se encontraba al comienzo. Es estalewdciclica
del proceso dentro del sistema auxiliar lo que se refleja en el nombredi®
de Carnot.

En general, el sistema auxiliar puede ser un sistema magnético, un sisten
eléctrico o cualquier otro tipo de sistema termodinamico. Considerarema
forma representativa del ciclo de Carnot, en la que el sistemdiaaiuas un gas
contenido en un cilindro provisto de un pistén movil.

Supondremos ademas transitoriamente que los sistemeastegl frio no son
sélo focos de calor reversibles, sino también fuentes de calor reversibles. Es
restriccibn nos permite simplemente considerar transferede@asalor y trabajo
finitas en lugar de transferencias infinitesimales. Mas adelante consideraremos ciclt
de Carnot infinitesimales entre focos de calor reversibles distintos de las fuente:

El ciclo se realiza en cuatro etapas. Los cambios de temperatemaropia
del sistema auxiliar se representan graficamente para cadalaiestas etapas
en la figura4.7.

1. El sistema auxiliar, que originalmente se halla a la misma teatyperT"
gue la fuente caliente. se pone en contacto con ella y con el fe¢mabtajorever-
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sible, y se expande isotérmicamente. En este proceso se pragutasvase d
calor desde la fuente caliente al sistema auxilaar,como una transferencia
trabajo(fP dV) desde el sistema auxiliar al foco de trabajo reversible. Estéa
etapa isotérmicad — B de la figura 4.7.

2. El sistema auxiliar, ahora en contacto solamente con eb fie trabaj
reversible, se expande adiabaticamente hasta que su temperatiendi$ast
la de la fuente fria. Se produce una transferencia auftide trabajo desde
sistema auxiliar al foco de trabajo reversible. El proceso adiabatiasiestatic:
tiene lugar a un valor constante declatropia del sistema auxiliar, como & — C
en la figura 4.7.

3. El sistema auxiliar se comprime isotérmicamente mangsta en contac
con la fuente friay el foco de trabajo reversibi&sta compresion se continlieasta
que laentropia del sistema auxiliar alcanza su valor inicial. Duraes¢e procesc
se produce una transferencia de trabajo desde el foco da&jéradversible al sisterr
auxiliar,y una transferencia de calor desde el sistema auxillarfaente fria. Est
es la etap& — D de la figura 4.7.

e A 8
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| |
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Fig. 4.7 DiagramaT-S parael sistema auxiliar en el ciclde Carnot.

Fig. 4.8 DiagramaT-V parael sistema auxiliaen el ciclo de Carnot.
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4. Por dltimo, el sistema auxiliar se comprime adiabatieate y consume
trabajo procedente del foco de trabajo reversible. La compresion lleva ehaiste
auxiliar a su estado inicigl completa el ciclo. Nuevamente, datropia del sistema
auxiliar permanece constante (Bea A en la figura 4.7).

El calorextraido de la primera fuente en el proceso IT8SAS, y el transferido
a la segunda en el proce3@sT* AS. La diferencia(T" - T)ASes el trabajo neto
transferido al foco de trabajo reversible en el ciclo completo. En efatiag de
la figura 4.7, el caloiT" AS extraido de la primera fuente esta representado por el
areaABS; S, ; el calor cedido a la segunda queda representado porael#r8,Sy;

y el trabajo neto realizado esta representado por el AB&2D. El rendimiento es
la relacion del a&re#ABCD al area4BS,S,, o0 sea(T" - T¢)/7*".

El ciclo de Carnot puede representarse en algunos otros diagraates como
el diagramaP-V, el T-Vo el 4-S. La representacion en el diagrarifaV se muestra
en la figura 4.8. Ea forma precisa de la cuB@, que representa la dependencia
de T con respecto a Ven una expansion adiabética (isoen&ppbdria deducirse
de la ecuacion de estadb = 7{(s, v).

Si los sistemas calienteg frio son simplemente focos de calor reversibles y no
fuentes, el ciclo de Carnot tiene que realizarse en etapas infinitesimales. El calc
extraido del sistema caliente en el proceso 1 es entdfieéS$ en lugar deT" AS,

y analogamente para las otras etapas. Evidentemente, no hay difergugia an
los resultados esenciales.

En el apéndicé& se describen algunos otros procesos ciclicos comunes y pgactic

Problemas—Seccién4.8

4.8-1. Suponiendo que el sistema auxiliar en el ciclo de Carnot es umga®atémico
ideal, con una ecuaciéon fundamental como la dada en la se8ci¢hallese la forma de
las curvasBC y DA de la figura4.8.

4.82. Suponiendo que el sistema auxiliar del ciclo de Carnotiregasmonoatémico
ideal. represéntese graficamente el ciclo en el diagr&éva

4.8-3. Describase el funcionamiento del ciclo de Carnot coméquina frigorifica.
Represéntese graficamente su coeficiente de eficiencia.

4.84. Describase la operacion del ciclo de Carnot como bomba de da&preséntese
graficamente su coeficiente de eficiencia.

4.9 Mensurabilidad de la temperatura

El ciclo de Carnot no sélo ilustra el principio general de los gsos reversibles
como procesos de trabajo maximo, sino que nos propaaicicn método practico
para la medida de la temperatura. Recordemos que lepgatse introdujo simple
mente como una funcién abstracta, cuyos valores mé&xieterminan los estados
de equilibrio. Se definié después la temperatura en términosaelerivada parcial
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de esta funcidn. Esta claro que tal definicion no proporciona étodo operativo
para una medida practica de la temperatura y que esar@ggsor consiguiente,
gue tal procedimiento se formule explicitamente. im@adrtancia de este problema
es evidente si recordamos que la utilidad de la temdmdica depende de la deter
minacién empirica de las ecuaciones fundamentalelasaque puede aplicarse
luego el formalismo termodinamico. La forma mas adecuada de llevaba lea
determinacion empirica de la ecuacién fundamentalrdsistema dado consiste
en establecer empiricamente las ecuaciones de estado, ynglizca la medida
experimental directa de la temperatura.

Ahora bien, en nuestro estudio del rendimiento de las maquénarscas hemos
visto que el rendimiento de una maquina que trabaja cotdoa procesos rever
sible~entre dos sistemas, de temperatdray T¢, es
g, =1 T9T" (4.17)

e

El rendimiento de la maquina térmica se define en términos de laglades de
calory trabajo puestas en juego, y por consiguiente es susceptible de medicion
la practica. Asi. el ciclo de Carnot nos proporciona un métodetimo de medida
del cociente de dos temperaturas.

Desgraciadamente, los procesos reales no son nunca verdaderameiasta-
ticos, por lo que las maquinas reales no exhiben nunca por completo el rentbmie
de una maquina teérica. Por estaon, la relacion entre dos temperaturas dadas
tiene que determinarse realmente en funcidon del rendimientonmoakimite de
todas las maquinas reales; pero ésta es una dificultanrdbn practico, no de
caracter fundamental.

La aseveracion de que la relacion de temperaturas es una cantidad mensur:
equivale a afirmar que la escala de temperatura esta determinaalarsalbonstante
multiplicativa arbitraria. Puede asignarse discreagliomente una temperatura a
algun sistemaestandar elegido arbitrariamentey las temperaturas de todos los
demas sistemas quedan entonces determinadas univtearoen valores directa
mente proporcionales a la temperatura elegida para el sisterefedencia.

La eleccion del sistema estandar, y la asignacion arbitrariamad¢amperatura
determinada al mismo. se ha expuesto en la seccién 2.6. Recordagerada
asignacion del nimer@73,16 a un sistema formado por hielo, agua y vapor en
equilibrio mutuo, conduce a la escala de temperatura Kelvin absolutacidlb
de Carnot que opere entre este sistgro&ro cualquiera determina el cociente entre
la segunda temperatusa273,16 K, y por consiguiente determina la segunda-tem
peratura en la escala Kelvin absoluta.

La termometria practica emplea generalmente termd@metecundarios, cuya
calibracion retorna finalmente al método del ciclo de @arque hemos descrito.
Un termdmetro«practico» representativo es el termémetro de gas ideal. Supon
gamos que disponemos de un sistema cuya ecuacion de estado es

PV = NRT (4.18)

ComoP, Vy N son mediblesT se obtiene facilmente. En consecuencia, para medir
la temperatura de cualquier sistema dado, pondremos simplemeatenuestra
de nuestro gas ideal en equilibrio térmico conyélitilizaremos luego la ecuacién
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4,18 para calcular la temperatura. La cuestion critica, sibaggo, es éstgcomo
sabemos inicialmente que nuestro gas obedece laiéou4d8 como ecuacion de
estado? La comprobacién de la ecuacion de estado exdalas deP, V, Ny 7,

v la medida de la temperatura ha de realizarse por algin método funtddmel
gue no se base en la ecuacion 4.18. Podemos conjeturar que se utilizenéntea
el método del ciclo de Carnot para comprobar la ecuacion yd8spués de ello
el gas ideal puede ser utilizado como un termdémetro secundarioctrasdo.

En la practica, se encuentra que los gases reales tienen ecuaciones dgestad
se desvian de la ecuacion 4.4&s necesario hacer las correcciones correspondient
en los termometros des. Es preciso hacer también todo tipo de correcciones qu
tengan en cuenta la dilatacion o contraccion del recipiente quemerel gas, la
absorcion en las paredes del recipiente y muchos otros efectos huidizosaiae afe
a las medidas de alta precision.

Las ecuaciones de estado de otros sistemas proporcionan tambiédomét
convenientes de medida de la temperatura. Tanto el alcohol como elrineseu
confinan en tubos capilares, en los cuales sus cambios de volumdaciiomente
observados, y se utilizan para indicar la temperaturaclentemente se utiliza
también la dilatacion de los metales solidos, como en lam&abimetalicas que
accionan los termostatos domeésticos.

4.10 Método T* para bajas temperaturas

A bajas temperaturas, del ordenldK o inferiores, la medida de la temperatura
se hace particularmente dificil. Cierto namero de efectos concurren pacarh
dificultosa esta region. Las transferencias de calor implicadsseiclos de Carnot
sehacen embarazosamente pequefias vy dificiles de medir. Todos los gases rea
condensan en sus fases liquida o sélida, y los preaestmirales se hacen lentos,
por lo que el equilibrio térmico es dificil de alcanzar o maetersin embargo,
existe un método de extrapolacién de la escala de temperaturas altasegidn
de baja temperatura, corrientemente denominaétodoT *. Debido a su impor
tancia en la fisica de bajas temperaturas, y por su relacion con la estrtmbuica
de la termodinamica, vamasdescribir una forma representativa del método.

Supéngase que adoptamos cierto sistema como termometrsaaded hecho
de gque no conocemos su ecuacion de estado en la regién de bagjesatiemas.
El sistema utilizado la mayoria de las veces es una sal paratiegnpero nosotros
vamos a consideranui un fluido compresible en el interior de un cilindro provisto
de un piston mévil. Definiremos urteamperatura estrellal *, como directamente
proporcional al volumen para cierta presion particular especificada. religia
constante de proporcionalidad que hace que la temperaturdaesti@cida con la
verdadera a la temperatura minima a la que ésta pueda medirse convenienteme
con exactitud. La temperatura estrella puede medirse entonces féeime el
margen de bajas temperaturas, y el problema se reduce a coma®témperaturas
estrella en temperaturas verdaderas. La temperatura estrella se intredncente
como una especie de instrumento de contabilidgigte simplemente para clasificar
los estados cuya temperatura verdadera ha de medirse.
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Consideremos el diagrama-H de la figura 4.9. La ordenada es la escala d
temperatura, medida en temperatura verdadera por encirfig ylen temperatura
estrella por debajo d&,. Las dos escalas coinciden &y esto esT, = T¢. Vamos
a intentar encontrar la relacion existente entre ambas tempasapor debajo
de T, a lo largo de la lined® = O, La linea de presion cero es particularmente in
teresante porque, para liquidgssélidos, la presion atmosférica esignifican-
temente pequefia (en un sentido que resultara evidente inmediatajnepor su
analogia magnética con el campo magnético externo cero.

Supongamos ahora por un momento que podemos establecezscala de
entropia a lo largo de la linea P O Demostraremos primero que esta escala d
entropia nos permite trasladar la escdlg a la escalal, y trataremos luego de
demostrar cémo puede establecerse la escakmtiepia propiamente dicha.

Suponiendo que conocemosetetropia molar s de nuestra sustanctarmomeé-
trica en funcién deT* para P cero, recordaremos que

du=TdS — Padv (4.19)
que se reduce, a lo largo de la linéa= O a

du = dQ = Tds (4.20)

du _ (40 ~ ds
<W>H - <dT*>P_O = T(dT*>P=0 @.21)

La captidad (dQ/dT*),_,, es el calor especifico, medido en la escala de temperatu
estrella,y es una cantidad medible. Adoptaremos la notacién usual

aQ %

d
T=c <d7§*>PAo (4.23)

El conocimiento de en funcion de T*, para R= 0, nos permite, por consiguiente,
evaluar T.

Por supuesto, tenemos que demostrar todavia que puede estahleceeseala
de entropia a lo largo de la lineaP = O Consideremos un punto representativc
tal como (O,TF) en la figura 4.9. Partiendo de este estgdealizando un proceso
adiabatico cuasiestéatico, podemos seguir la curvas,, a lo largo de la cual la
entropia permanece constante. lkeatropia en el puntg0, T}) es. por tanto, igual
a laentropia en (P,, T;)). Podemos decir ahora con justificacion que el punto {R),
se encuentra en la regién de la escala de temperatura estabjeqiggpuede,
por tanto, admitirse que se puede llegar a conocentsopia por procedimientos

O sea

de donde
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convencionales. De este modo queda completada la demostrdeidéestable 82  Procesosy maquinas térmicas
cimiento de la escald en la region de bajas temperaturas.
Resumiendo, por la ecuacion 4.24 o 4.26 se evaliika entropia en un punto
y cualqdiera(0, T}). Establecida de esta forma una escalaedk@opia a lo largo
de la lineaP = 0, por la ecuacion 4.23 se evalla la temperatura verdadema T
cualquier punto situado a lo largo de esta linea. El métotl@esTsumamente (til
en la fisica de bajas temperaturas, si bien son variables magnkticqae desem
pefian usualmente los papeles de las variables mes&ycd de nuestra discusion.

Fig. 4.9 DiagramaT-P para el métodor* de medidade bajas temperaturas

Sin embargo, para hacer totalmente explicita la demostracién, desciiigirem
un método de evaluacion de d¢atropia en el punto(P,, T,). Para establecer la
escala de entropia, supondremos que se conoeetiapia en un punto conve
niente; elegiremos el punt@®, 7,) y asignaremos al mismo lentropia s,. En-
tonces, laentropia s, en(P,, T,) sera

5, =5 +r2<ﬁ) dP (4.24)
1 0 o aoP =T
Un método para evaluar el integrando consistiria enitescr
(‘_S - i<f‘2 (4.25)
eP)y_y.  To\dP),_;,

La evaluacion del calor absorbido por unidad de increamae presién en cada
punto situado a lo largo de la linfa= T, nos permitiria realizar la integracion
numérica o grafica en la ecuacion 4.24, evaluande,asi

Un método méas comodo de calculo del integrando eruda®@én 4.24 se basa
en las igualdades a que se ha hecho referencia en la se2&dRor la igualdad
1.50, la ecuacién 4.24 puede presentarse en la forma panticatde conveniente

P
Sl = so - J va dP (4.26)

(¢]

La medida del volumen molardel coeficiente de dilataciéa a lo largo de la linea
horizontal desddO, T;) a (P,, T,,) en la figura 4.9y la integracion numérica o
gréfica, nos permiten nuevamente evalwar




Formulaciones alternativasy transformaciones
de Legendre

5.1 Principio de energia minima

El principio deentropia maxima, que es el principio fundamental de la termo
dinamica, ha sido desarrollado en una gran parteudmstenido esencial en los
capitulos anteriores. Con esto no queremos decir que hayamos expuesiaya
aquello que es fundamental en termodinamica: por el cdotrég mayoria de las
conclusiones Utiles de la termodinamica no se han meadomin. Pero hemos
establecido los principios basicos, y hemos ilustrado co6mo pueden olsende
ducciones fisicas a partir de la condicion de equililafo= 0. Otras deducciones
de gran importancia se siguen del criterio de estabiliif®l< 0 y del postulado
de Nernst (segun el cuél= 0 paraT = 0), pero el caracter general de la deduccion
iermodinamica se ha aclarado bastante. Antes de proeedeevos desarrollos,
pensamos que es conveniente reformular todo lo que hexpeesto hastaqui,
en una representacion alternativa matematicamente eqoteal®las tarde, en las
secciones siguientes, presentaremos algunas otras reformulaciones. 18eaefco
gue cada una de estas formulaciones alternativas es pameuite conveniente
en tipos particulares de problemas. Solo cuando hayanpmsesto todas las te
presentaciones equivalentes del formalismo termodic@rbasico procederemos
al desarrollo ulterior de la teoria.

La peculiar multiplicidad de formulaciones y reformciones del formalismo
iermodindmico basico es la responsable de la aparente codaglele una materia
que en su forma més simple es absolutamente sencilla. La estructtica te&sarre
llada en los tres primeros capitulos es realmente sencilla, y ndrévgjue el lector
tenga constantemente presente el hecho de que los diversos capitulos que sic
simplemente rehacen esta estructura tedrica sencilla.

La ecuacion fundamental de un sistema termodinamico puede ieseribnto
con laentropia como con la energia como variable dependiente. Esta fidaitbi
de intercambiar los papeles de la energide laentropia sugiere la primeraefor-
mulacion del formalismo termodinamico. En esta nueva exposicién, se deanues
que el principio deentropia méxima es equivalente a un principio de energia mi
nimay queda reemplazado por éste. Mientras que el principienttepia maxima

83
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Plano
U=y,

"
X

Fig.5.1 El estado de equilibrié\ interpretado como punto d@méaxima paraU constante.

caracteriza el estado de equilibrio como aquel que posesttapia maxima para
una energia total dada, el principio de energia minima loctariza como el estado
que posee la energia minima para gnt&ropia total dada.

En la figura 5.1 se representa una parte del espaciordigacacion termodind
mico correspondiente a un sistema compuesto, como eldenasio en la seccidn
4.1. Los ejes identificados p@y U corresponden a kntropia y energia totales del
sistema compuestoy el eje identificado porX}” corresponde a un parametri
extensivo particular del primer subsistema. Otros ejes, neseptadosxplicita-
mente en la figura, so/'*’, X, y otros paresy{!, x,.

La energia total del sistema compuesto es una constateendeada por la
condicién de cierre. La representacion geomeétrica tie @mdicion de cierre es el
requerimiento de que el estado del sistema se encuentet glanoU = U, de
la figura 5.1. La ecuacion fundamental del sistema esta represembada superficie
gue se muestray el punto representativo del sistema tiene que encatrgsor
tanto. en la curva de interseccion del planta superficie. Si el parémetrﬁ{}“
no esta sometido a ninguna ligadura, el estado ddilegoies aquel estado par
ticular que maximiza la entropia a lo largo de la curva pedaijtesto es, el estado
identificado por el puntd en la figura 5.1.

La representacion alternativa del estado de equilidricomo un estado de
energia minima para urmtropia dada se ilustra en la figura 5.2. Se hace pas
por el punto de equilibridA el planoS = S,. que determina una curva de inter
seccion con la superficie fundamental. Esta curva esta constituidangofamilia
de estados de entropia constante| estado de equilibrié es el estado que mi
nimiza la energia a lo largo de esta curva.
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Fig. 5.2 El estado de equilibriot interpretado como punto dé minima paraS constante.

La equivalencia de los principios demtropia maximay de energia minima
se basa evidentemente en el hecho de que la forma geométrieastiperficie fun
damental es en general como la que se muestra en las figurgss.2. Como se
ha expuesto en la seccion 4.1, la forma de la superficie representada euias fi
viene determinada por los postulados de 88U > 0 y de queU es una funcion
continuay uniforme deS;estos postulados analiticos, por consiguiente, asn |
condiciones fundamentales para la equivalencia de los dosipios.

En resumen, hemos hecho plausible, aunque no la hemos dachmsbdavia,
la equivalencia de los dos principios siguientes:

Principio de entropia maxima. El valor de equilibrio de cualquier parametro
iriierno sin ligadura es tal que hace maximaentropia para el vulor dado de la energia
interna total.

Principio de energia minima.El valor de equilibrio de cualquier parametro interno
sin ligadura es tal que hace minima la energia paravelor dado de laentropia total.

Para demostrar la equivalencia de los dos criterios eglesndemostraremos
simplemente que Si la energiaio fuese minima lantropia no podria ser maxima
en el equilibrio.
Supongamos que la energia no tuviese el valor minimo posible cditgpabn
la entropia dada. Retiremos energia del sistema en forma de trabajntemiendo
la entropia constanteA continuacion devolvamos esta energia al sistema en forma
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de calor. Laentropia del sistema aumentard necesariamente, de acuerdo co
relacion cuasiestaticdQ = T dS. El sistema recuperard su energia original, pe
con unaentropia mayor. Como esto es incompatible con el requerimiento de ¢
el estado original sea el estado édropia maxima. hemos llegado a una ineon
sistencia que demuestra que el estado de equilibrionaligis el estado de energic
minima para laentropia dada.

Como ya se ha indicado, el hecho de que formalmente la misiracin pueda
describirse por los dos criterios extremales es analogoadl@ma isoperimétrico
en geometria. Asi, un circulo puede identificarse, bien clafigura bidimensional
de area maxima para un perimetro dado, o bien como la figidienensional de
perimetro minimo para un area dada.

Los dos criterios extremales alternativos que caracterizacirculo son com
pletamente equivalentes, y cualquiera de ellos es aplicatildces los circulos. Sin
embargo, dichos dos criterios sugieren dos maneras ditsr€ele generar un circulo.
Supongamos que se nos da un cuadrado y deseamos defomoatlouamente
para generar un circulo. Podemos mantenérsiconstante y dejar que su curve
limite se contraiga como si se tratara de una banda de cauahest® modo ge
neramos un circulo como figura de perimetro minimo paraesd élada. Recipro
camente, podriamos mantener el perimetro del cuadrado dawdistante y dejar
que aumentase el area, obtenienadpun circulo (diferente), como figura de arei
méaxima para el perimetro dado. Después de obtenerse cadaewesias circulos,
ambossatisfacen las dos condiciones extremales para sus valores fileakea
y perimetro.

La situacion fisica relativa a un sistema termodindmico gauanda estrecha
analogia con la situacién geométrica descrita. Todo estidequilibrio puede
identificarse como el estado datropia maxima para una energia dada, o como
estado de energia minima para en&ropia dada. Pero, a pesar de su equivalenci
estos dos criterios sugieren dos formas diferentes de alcanequigibrio. Como
ilustracion especifica de estas dos vias de acceso al equilibrio, cosrsiae un
piston originalmente fijo en un punto de un cilindro aisla@Queremos llevar el
sistema al equilibrio eliminando la ligadura impuesta sobokicion del pistén.
Podemos eliminar simplemente la ligadura y dejar quegeiilibrio se establezca
espontaneamente por si mismo;elairopia aumentara y la energia se mantendi
constante por la condicion de clausura. Este es el poosegerido por el principio
deentropia méxima. Pero también podemos permitir que el piston sevan muy
lentamente. realizando trabajo sobre un agenterexteasta que aquél haya llegad
a la posicién que iguala la presion en sus dos caras. Duestgeroceso se extrae
energia del sistema, peroeitropia permanece constante (el proceso es cuasiesta
y sin intercambio calorifico). Este es el proceso sugeridiogh principio de energia
minima. El hecho esencial que deseamos subrayar esauéndependencia de
que el equilibrio se alcance por unwuro de estos dos procesos, o por cualquier otr
posible, el estado deguilibrio final satisface ambas condiciones extremales.

Finalmente, ilustraremos el principio de energia méniatilizandolo en lugar
del principio deentropia maxima para resolver el problerdal equilibrio térmico
gue se tratd en la secci@. Consideremos un sistema compuesto aislado provi
de una pared interna diatérmica impermeable y aigil calor puede fluir libre
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mente entre los dos subsistemas, y queremos encontrar eb elgaequilibrio.
La ecuacién fundamental en la representacion energética es

U= UDSDH, yO NO Ly 4 USD pO ND, ) 5.1

Todos los parametros de volumen y nimeros de moles son consjautiescidos.
Las variables que hemos de calcular 61y S®. Ahora bien, a pesar del hecho de
que el sistema esta realmente aislado y de que la energia totdjaektadi estado
de equilibrio puede caracterizarse como aquel estaddaypie minima la energia
s1 estuvieran permitidos los cambios energéticos. El camibioal de energia total
asociado con los intercambios calorificos virtuales que se verifican en losilos s
wstemas es, por diferenciacién de la ecuacién 5.1,

dU = T 4S04 T gs@ (5.2)

La condicién de energia minima establece @ie= 0, sometida a la condicion
de constancia de lantropia total:

S 1 §® = constante (5.3)
de donde
dU = (T — T@)4sth = 0 (5.4)

llegandose a la conclusion de que
M = T (5.5)

El principio de energia minima nos permite llegar a la misma condicion de
equilibrio térmico que encontramos anteriormentdizaido el principio deen-
tropia méxima.

La ecuacién 5.5 es una ecuacionS®) y $». Como segunda ecuacion puede
resultar muy conveniente B1,en la que la energia total es conocida y solamente
son incognitasS"’ y S@'. Las ecuacione$.1y 5.5, en principio, permiten una
soluciéon completamente explicita del problema.

Problemas—Seccion5s.1

5.1-1. Un mol de un gas ideal monoatémigodos moles de un gas ideal diatomico
(con U = 3NRT) forman los dos subsistemas de un sistema compuesto conared »
terna diatérmica impermeablerigida. Los volimenes de los subsistemas son, respectiva
mente 2x 10" y 3 x 10* cm®. La energia total del sistema compuesto es 2500 cal. Deter
minese el estado de equilibrigCual es la presién en cada subsistemayal la temperatura?

5.1-2. Resuélvase el problema de la secct¥nutilizando el principio de energia minima.
5.1-3. Resuélvase el problema de la secc®utilizando el principio de energia minima.
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5.2 Transformaciones de Legendre

En las dos representaciones, energéyi@ntropica, los pardmetros extensivos
son las variables matematicamente independientes, en tanto gparksetros
intensivos aparecen como conceptos derivados. Esta Situ&sitd en contraste
directo con la situacién préactica dictada por la cordadien el laboratorio. El
experimentador encuentra frecuentemente que los pamsnimtensivos son los
que se pueden medjr controlar méas facilmentey por consiguiente es verosimil
pensar en los parametros intensivos como variables operativanneleggendientes
y en los parametros extensivos como magnitudes operativamente dsriEda
ejemplo extremo de esta situacion esta representadoaporariables conjugadas
entropia y temperatura. No existen instrumentos practicos para la medida
control de la entropia, mientras que los termémetrdss termostatos, para la
mediday el control de la temperatura, son equipos comunes en ekdadgo.
Por esta raz6n se presenta la interrogante de si es posible replrftearalismo
matematico de tal manera que los parametros intensivos reempliaseextensivos
como variables matematicamente independientes. Veremos quefeeto, etal
replanteo es posibleque conduce a varias otras representaciones teréroiias.

Quizas sea superfluo insistir de nuevo en que la termodinamica ieandgnte
completay autoconsistente en cualquiera & representacionesntropica o
energética,y que la introduccién de representaciones transformadasngde
mente cuestion de utilidad. Es ésta, hemos de admitir, umadiolad sin la cual
la termodindamica seria extraordinariamente dificil, pero en principionés un
lujo que una necesidad ldgica.

Los aspectos puramente formales de nuestro problema seiglisntes. Dada
una ecuacioén (la relacion fundamental) de la forma

Y= Y(X,, X, ..., X) (5.6)

2

se desea encontrar un método por el que las derivadas

(5.7

puedan considerarse variables independientes sin sacrifica aeldcontenido
matematico de la relacion fundamental6) dada. Este problema formal tiene
su contrapartida en geometyian otros capitulos de la fisica. Su solucién, emplean
do la técnica matematica de las transformaciones de Legeesl sumamenta-
tuitiva cuando se da su interpretacion geométsias esta interpretacion geométrica
la que vamos a desarrollar en la presente seccion.

Para simplificar, consideremos en primer lugar el caso matematiebcare la
relacion fundamental es funcién de una sola variable indepdedien

Y = Y(X) (5.8)
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Geométricamente, la relacion fundamental se representa por una curva en un
espacio de coordenadas cartesiands Y, y la derivada

oY
== 5.

oY (5.9)
e la pendiente de esta curva. Ahora, si queremos consider@omo variable
mdependiente en lugar deX, nuestro primer impulso podria ser eliminar simple
mente X entre las ecuacionés8y 5.9,obteniendo de este modben funcion deP

Y = Y(P) (5.10)

Una breve reflexion indica, sin embargo, que con ello sacrificarfamlgo del
contenido matematico de la relacién fundamental8)dada, puesto que, desde
¢l punto de vista geométrico, es evidente que el conocimidaty en funcion de
la pendientedY/dX no nos permitiria reconstruir la curva= Y(X). En efecto,
cualquiera de las curvas de la figura.4 satisface la relaciory = Y(P). Desde el
punto de vista analitico, la relaciov = Y(P) es una ecuacion diferencial de primer
orden,y su integracion da und = Y(X)en la que queda indeterminada una cons
tante de integracién. Asi, pues, vemos que la aceptacion ge Y(P) como ecuaciéon
basica en lugar deY = Y(X) implicaria el sacrificio de parte de la informacién
oontenida originalmente en nuestra relaciéon fundamental. A pesda denvenien

aa de disponer dé® como variable mateméaticamente independiente, este sacrificio
del contenido informativo del formalismo es completamente iptaigle.

X X

Figura 5.3 Figura 5.4

La solucion aceptable del problema viene aportada por lddhdchentre la
geometriaconvencionalde! punto y la geometriade Plueckede las lineasEl concepto
esencial en la geometria de lineas es que una curva dada puede tepsesignial
mente bien como envolvente de una familia de lineas tangdRig.5.5) 0 como
lugar geométrico de los puntos que satisfacen la relatién Y(X). Por consiguiente,
cualquier ecuacién que permita construir la familia dedsméangentes determina
la curva tan satisfactoriamente como la relac¥n= Y(X).
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Del mismo modo que cualquier punto del plano esta descrito por los dos
merosX e Y, asi cualquier recta del plano puede describirse por los dos nume
Py ¥, dondeP es la pendiente de la rectajyes su interseccién con el e}e. Por
tanto, del mismo modo que una relacin= Y(X) selecciona un subconjunto
de todos los puntos posibléX, Y), una relaciony = y(P) selecciona urubcon-
junto de todas las rectas posiblds, ¥). El conocimiento de las intersecciongs
de las lineas tangentes en funcion de las pendi®mes permite construir la familia
de lineas tangentes, y por consiguiente la curva que constituye su envolve
Asi, la relacion

Y = (P (.11

es completamente equivalente a la relacién fundamental Y(X). En esta rela
cion la variable independiente Bs por lo que la ecuacion 5.11 proporciona un:
solucion completa y satisfactoria a nuestro problem@an@ la relaciony = y(P)

es matematicamente equivalente a la rela¥iéa Y(X), aquélla puede considerarse
también como una relacién fundamentdl;= Y(X) es la relacion fundamental
en la ((representacidyY», mientras quey = ¥(P) es la relacion fundamental en la
((representaciom».

Figura 5.5

La cuestion que se plantea ahora es como deternginary(P) a partir de
Y = Y(X). El procedimiento matematico adecuado es la transftidnade Le-




5.2 Transformaciones de Legendre 91

gendre. Consideremos la linea tangente que pasa ponto(X, Y) y tiene una pen
diente P.Si la ordenada en el origen «; tendremos (Fig. 5.6)

_Y-y
P==F (5.12)
O sea
Y=Y PX (5.13)

Supongamos ahora que se nos da la ecuacion

Y = ¥X) (5.14)
Por derivacion encontramos

P = PX) (5.15)

Entonces. eliminandoX e Y entre las ecuaciones 5.13, 5y14.15, obtendrcmos

la relacion deseada entysy P.La igualdad basica de la transformacion de Le
gendre es la ecuacién 5.338puede tomarse como la definicion analitica de la fun

cion . La funcién ¥ se denominaransformada de Legeridrede Y.

~

(X, Y)

0. ¥)

X —
Figura B

El problema inverso al considerado en el parrafo anterior es ettdenar a la

relacion'Y = Y(X) Partiendo de/ = ¥(P). Veremos ahora que la relacion entre

* Esta eliminacién es posible 8 no es independiente @¢; es decir, sisz/de2 + 0. En la apli
caciéon termodinamica, este criterio resultara idéntit@riterio de'estabilidad. Hiriterio falla Gnica
mente en los «puntos criticos)iic se discutirdn con detalle en el capiti8o
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(X,Y )y (P,¥)es simétrica a su inversa, salvo un signo en la ecuacion ulana
formacion de Legendre. Tomando la diferencial de la ecuabid8y recordando
quedY = PdX, tenemos

dy = —PdX - XdP *+ dY (5.16)
= —XdP
o bien
dy
_X = 5.17
X dp .17)

Si se eliminan* las variableg y P entre la ecuacién dada. = y(P), y las ecua-
ciones 5.17y 5.13, se vuelve a obtener la relacidh= Y(X). La simetria entre la
transformacién de Legendyesu inversa viene indicada por la siguiente comparaciéi
esquematica

Y = Y(X) Y o= ¥(P)
P=d—Y —X:fl—d/

ax dpP
W= —PX+ Y Y = XP +

Eliminando X e Y se obtiene EliminandoPy y seobtiene

¥ = Y(P) Y = Y(X)

La generalizacion de la transformacion de Legendrenaifmes de mas de una
variable independiente es simpjedirecta. En tres dimensiones es funcién de
X,y X,, yla ecuacion fundamental representa una superficie. Esta superficie pue
considerarse como lugar geométrico de los puntos qusfazdn la ecuacion fun
damentalY = Y(X,, X,), o bien como la envolvente de los planos tangentes
Un plano puede caracterizarse por su intersec¢ion con &l gjepor las pen
dientesP, y P, de sus intersecciones con los planeX, e Y-X,. La ecuacion fun
damental selecciona entonces de entre todos los planos posibles wnpgutio
descrito pory = ¥(P,. P,).

En general, la relacion fundamental dada

Y =YX, X, ..., X) (5.18)

t

* |a condicion para que esto sea posible es diygéP? + 0. lo cual, enla aplicacién termodiné
mica, estara garantizado por la estabilidad slekma en cuestion.
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representa una hipersuperficie en un espaciqtde 2) dimensiones con coor

denadas cartesianas, X,, X, ..., A. La derivada
Y
P, = o, (5.19)

es la pendiente parcial de esta hipersuperficie. La hipersuperficie puede repre
tarse de modo igualmente satisfactorio como lugar georoétieclos puntos que
satisfacen la ecuacion 5.18 o como la envolvente de los hiperplanos tanger
La familia de hiperplanos tangentes puede caracteezaspecificando la inter
seccion del hiperplany en funcion de las pendientdy, P, ..., P, Entonces

Y=Y - PX, (5.20)
k
Diferenciando esta ecuacion tenemos
dy = - Y X, dP, (5.21)
k
de donde
oy
X, = 2 5.22
k aPk ( )

La transformacién de Legendre se efectla eliminandojdas X, entreY = Y(X,,
X, ..., X,),el conjunto de ecuacion&s19y la ecuaciorb.20.La transformacion
inversa se efectla eliminando yay las P, entrey = y(P,, P,, ..., P,), el con
junto de ecuacion€s.22 yla ecuacions.20.

Finalmente, puede efectuarse la transformaciéon dgehdre sélo eralgin
subespacio dé + 2)dimensiones del espacio total et 2)dimensiones corres
pondientes a la relaciovf = Y(X,, X,. ..., X,).Por supuesto, el subespacio debe
contener la coordenadé, pero puede implicar cualquier seleccionde 1 coor
denadas del conjuntd,, X,,..., X,. Por comodidad de notacion, ordenaremos
las coordenadas de tal modo que la transformacion dendegese haga en el
subespacio de las primerast | coordenadagy de Y); las coordenada¥,, ,,
X,., ..., X, quedan sin transformar. Tal transformacion de Legendreigarc
se efectia simplemente considerando las variab)gs, X, ,,, ..., X, como cons
tantes en la transformacion. La transformada de Legerebeltante tiene que
designarse por alguna notacién explicita que indique cuales de las garinte
pendientes han participado en la transformacién. Emplezseia notacion

Y[P,, P,,..., P,] para designar la funcion obtenida al realizar una transfor
macion de Legendre de la funcidiiX,, X,, .... X,)conrespecto &, X,, ..., X,.
Asi, Y[ P,. P,, ..., P,] esfuncion de las variables independientgs?,, ..., P,

X ., ..., X, Lasdiversas relaciones implicadaslanransformacion de Legendre

parcialy su inversa se indican en la tabla siguiente.
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La derivacién parcial denota la constang
de todas las variables naturalesddistintas
de X, (es decir, de todas la¥; conj # k).

t
dY =) P, dX,
0

Y[Py ..., Pl =Y - Y P,
0

Eliminando Y, X, X,, ..., X, entre (5.23).
(5.26) y las n + 1 primeras ecuaciones d
(5.24) se obtiene la relacion fundamen
transformada.

Y[P,, Py, ...., P,] = funcion de
Py, P, ..., P X .. .....%, (523
eY[Py ..., P,
—Xk # kél'[
cP,
(5.24)
Y[P, .... P
Pk*([oa., "], k>n
X,

iaLa derivacion parcial denota la constancia
todas las variables natural@$P,. ..., P,]
distintas de aquélla con respecto a la cu
se deriva.

e

dY[Py, .... P 1= - Y x, ap,
0
+ Y P dX, (5.25)
n+1
Y = Y[P,, ..., P+ X.P, (5.26)
(o]

EliminandoY[P,, ..., Py P, P, ..., P,
eentre(5.23), (5.26)y lasn * 1 primerasecua-

damental original.

En esta seccion hemos separado los aspeettsnaticos de las transformacione
de Legendre de sus aplicaciones fisicas. Antes de procederaplgaciones ter
modinamicas en las secciones sucesivas de este capitulo, puede searitd

indicar muy brevemente la aplicacion

y Hamilton, que quizas sea para el lector un campo de la fisica makafaque
la termodinamica. El principio de Lagrange garantiza gquna cierta funcion
mente la dindmicardsistema mecénicg.
La lagrangiana es una funcién @evariables,r de las cuales son lz®ordenadas

la lagrangiana, caracteriza completa

generalizadasy las r restantes, laseloci

L=Lv,v, ...,

ationes de (5.24) se obtiene la relacion fup

ere

del formalismo a la mecanica de Lagrang

dades generalizadadsi, la ecuacion

Co 4154955 -+ > 4y) (5.27)

desempefia el papel de una relacién fundamental. mosentos generalizados

se definen como derivadas de la func

P

k

Il
|

ion lagrangiana

D
h

(5.28)

(o))
=
o
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Si se desea reemplazar como variables independientes las velocidades par lo
mentos, es preciso hacer una transformacién de Legendralpaoci respecto a
las velocidades. Con ello introduciremos una nueva funcion, denoeei/-
ronianoy definida por*

(-H) =L - ikak (5.29)

Un formalismo dinamico completo puede basarse entonces enela melacion
fundamental

H=HP,P, ....,P,q,,q95 ...,4,) (5.30)

Ademas, segun la ecuaciér24,la derivada déH con respecto ®, es la velocidad

v, que es una de las ecuaciones dinamicas de Hamiltdn siAse considera una
ecuacion de la form&.27 como ecuacion dindmica fundamental en la representa
cion de Lagrange, la ecuacion dEamilton (5.30) es la ecuacién fundamental
equivalente expresada en la representacion de ktamil

5.3 Potenciales termodinamicos

La aplicacién del formalismo que antecede a la termodiodang@s evidente
por si misma. La relacién fundamentsal = Y(X,, X,,...) puede interpretarse
como la relacién fundamental en el lenguaje de enetgia: U(S, X,,X,, ..., X,)
oU=U(S. V.N,,N,, ...). Las derivadag’,, P,,...'corresponden a losara-
metros intensivod, —P, u,, u,..... Las funciones transformadas de Legendre
reciben el nombre deotenciales termodindmicog, a continuacion definiremos
especificamente varios de los mas comunes. En el capftdontinuaremos la
discusion de estas funciones deduciendo principios extrempatescada potencial,
indicando el significado intuitivo de cada uno de ellos, y exponiendoapelmpar
ticular en la teoria termodinamica, pero por el motenos limitaremos simple
mente a los aspectos formales de las definiciones de las diversas funciones p
ticulares.

El potencial de Helmholtzp energia libre de Helmholrzes la transformada
de Legendre parcial dd que reemplaza como variable independiente la entropia
por la temperatura. El potencial de Helmholtz se indica gdneente por la nota
cion F, que ha sido respaldada por la Unién Internacional de Fdgit848y por la
Unién Internacional de Quimica Pura y Aplicada #¥7. En consecuencia, la
adoptaremos aqui. Las variables naturales del poteneiddedmholtz son7, V,

N,, N,, .... Esto es, la relacion funciond = K7, V, N,, N,, ...) constituye

* En nuestro tratamiento, la transformada de Legendre de la lgigaa es el hamiltoniancam-
biado de signo. De hecho. el convenio matematico aceptado coincide tamt@miento dado en la me
canica,y la funcion - $ podria denominarse «transformada de LegendreYde
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una relaciéon fundamental. En la notacién sistematica introdwsida seccion 5.2.
F = U[T] (5.31)

La relacién completa entre las representaciones energéfiotencial deHelm-
holtz se resume en el esquema siguiente:

U=US V,N, N, ... F=FT,V,N, Ny..) (532
T = aU/as ~S = OF/OT (5.33)
F=U-TS U=F+ TS (5.34)

EliminandoU y Sse obtiene
F=FT,V.N, N, ..)

EliminandoF y T se obtiene
U=US,V,N, N, ...)

La diferencial completadF es
dF = -S8dT — PdV + p,dN, + u,dN, + - -- (5.35)

La entalpia es la transformada de Legendre parcialllgue reemplaza como
variable independiente el volumen por la presion. Siguidaslagecomendaciones
de las Uniones Internacionales de Fisiagie Quimicay de acuerdo con la nhomen
clatura practicamente universal, adoptaremos el sionbbpara la entalpia. Las
variables naturales de este potencial &P, N,, N,, ...y

H =U[P] (5.36)

La representacidon esquematica de la relacion entre las re@esess energética
y entalpica es como sigue:

U= UGS, V,N,N,, ...) H=H(S,P,N,N, ...) (5.37)
—P = 3UjeV V = 0H/3P (5.38)
H=UH+PK U=H_- PV (5.39)

EliminandoU y V se obtiene
H = H(S Plesst B )

EliminandoH y P se obtiene
U=U(S, V,N,N, ...)

Debe observarse que la inversion de los signos en las ecuaciongss338resulta
del hecho de que- Pes el parametro intensivo asociad®/alLa diferencial com
pletadH es

dH = TdS + VdP + u, dN, + p,dN, + - -~ (5.40)
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La tercera de las transformadas de Legendre comunes de la energiane®ia
de Gibbs,0 energia libre de GibhsEste potencial es la transformada de Legendre
que reemplaza simultaneamente como variables indégeed laentropia por la
temperatura el volumen por la presion. La notacion habitualey las variables
naturales sof, P, N,, N,,.... Asi, tenemos

G = U[T, P] (5.41)

U=US, ¥V,N,,N,. ..)) G=G(T,P,N. N, ...) (542)

T = aUJes - S= dG/eT (5.43)
P - ouv V = 0G/éP (5.44)
G=U-TS+ PV U=G+ TS - PV (5.45)

EliminandoG, Ty P se obtiene
U=UGS, VN, Ny...)

Eliminando U, Sy V se obtiene
G=G(T,P,N, N, ...)

La diferencial completalG es
dG = —-SdT + VdP + p,dN, + p,dN, + - -~ (5.46)

Un potencial termodinamico que aparece de forma naendhteoria de la
mecanica estadistica de un sistema simple de un solo component@asrelial
gran candnico,U[ T, u]. Para este potencial tenemos

U=US,V,N) U[T, u] = funcion deT, Vy u
(5.47)
T = 0UJdS -S = oU[T, u]/oT (5.48)
u = QU/eN —N = OU[T, ul/ou (5.49)
U[T, 1] =U- TS - uN U=U[T.u]t+ TS+ uN
(5.50)
EliminandoU, Sy N se obtiene Eliminando U[ T, 1], T y u se obtiene
U[T, u} como funcion deT, V, u U= U v, N)
dUIT, u] = —~SdT — PdV -~ Ndp (5.51)

Otras transformadas posibles de la energia para un sistema simple, que se utilizan
con escasa frecuencyaque por consiguiente no reciben denominacion especifica,
son Uy, ], ULP, u,], U[T, u,, 1), etc. La transformada completa de Legendre
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esU[T, P, u;, 4y, ..., i,]. El hecho de qué/(S, V, N,, N,, ..., N,)es una fun
cion homogénea de primer orden hace que esta Ultimadursga idénticament
nula. En efecto

UTPuy,...,pJ=U-TS+ PV —uN, - pu,N, —-- = pN, (552)
gue, por la relacion de Eulét.6), es idénticamente nula:

UT.Pp,....0]=0 (5.53)

Problemas—Seccion 5.3

5.3-1. Hallese la ecuaciéfiundamental de un gasidecal monoatémico en la represen
tacion potencial de Helmholtz, en la representaciorleiday en la representacion funcién
de Gibbs. Supéngase que senple la ecuaciénfundamental deducida en la secci68.4.
Encuéntrense en cada caso las ecuaciones de estado @@ndiécion de la ecuacién fun
damental.

5.3-2. Hallese la ecuacion fundamental del oxigeno en la reprasigmt potencial de
Helmholtz.Supongase que ¢l oxigeno es un gas ideglque su calor especifico es el que se
da en la tablaD.2.

5.3-3. Hallese la ecuacién fundamental de una mezcla de gases idealestomicos
en las representaciones funcion de Helmhglfzincion de Gibbs. (Véase la secci@.6.)

5.3-4. Hallese la ecuacion fundamental de una mezcla de gases ideales eal e
la representacion potencial de Helmholtz. (Véase la seddién)

5.4 Funciones de Massieu generalizadas

Si bien las funciones mas comunemas Utiles definibles en términos de trans
formaciones de Legendre son las mencionadas en la sez@idgoueden definirs
otras realizando la transformacién de Legendre sobre la entrofig&nde hacerl
sobre la energia. Esto es. la relacion fundamental en la f&maS(U, V. N,,

N,, ...) puedetomarse como relacidon sobre la cual se efectla la transformagcion.
Tales transformadas de Legendre destaropia fueron ideadas por Massieu jen
1869, precediendo de hecho a las transformadadadenergia introducidas por
Gibbs en1875.LIamaremodunciones de Massieallas transformadas de la entropia,
para diferenciarlas de Igmtenciales termodinamico®tenidos por transformaciones

a partir de laenergia. Las funciones de Massieu resultaran particularmentesUt
en la teoria de la termodinamica irreversiyl@parecen también de manera natural
enmecanica estadisticay en latcoria de las fluctuaciones térmicas. Tres funciones
representativas de Massieu s5[1/7 '}, en la que la energia interna esta reemplazada
por la inversa de la temperatura como variable independic§ite;T], en la qu

el volumen se reemplaza p@/T como variable independientg; S[1/T, P/T],
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en la que se hacen simultaneamente ambas transformacievidentemente,

S[T] = 5 — lTU - _FT (5.54)
P
st =s-Ey (5.55)
y
S[UT, PIT] = § - %U _ ; V- -GIT (5.56)

Asi, de las tres funciones[P/T] es la Unica que no esta relacionada trivial
mente con uno de los potenciales termodinamicos amesnte introducidos. Para
esta funcion

S=S8UV,N,, N, ..) S[P,T] = funcion deU. P/T, N,, N, ...
(5.57)
P/T = 0Sjev —V = aS[P;T}/&(PT) (5.58)
S[P/T] = S - (PIT)V S=S[PT]+ (PITV (5.59)
EliminandoSy V se obtieneS[P/T] EliminandoS[P/T]y P/T se obtiene
como funcién deU, P/T, N,. N,, ... S=SW,V.N,N,, ..)

dS[P/T] = (1/T)dU — V d(P/T) — (u,/T)dN, — “—TZdNZ, L. (5.60)

El lector podra ideary analizar otras funciones de Massieu a medida que vaya
siendo necesario.

Problemas—Seccion5.4

5.4-1. Hallesela ecuacion fundamental de un gas ideal monoatémico en lasepre

tacién
s[2 x
T T

Obténganse las ecuaciones de estado por diferenciag@std ecuacion fundamental.
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El principio extremal en las representaciones
transformadas de Legendre

6.1 Principios de minimo para los potenciales

Hemos visto que la transformacién de Legendre nos permite expresaunda e
cion fundamental en términos de una serie de variables indegdas seleccionadas
por ser particularmente convenientes para un problema .d&toembargo, es
evidente que se perderia la ventaja de poder escribir la eauAgidamental en
diversas representaciones si el propio principio exatemo pudiera expresarse tam
bién en tales representaciones. Presenta gran interésppsigwente, larefor-
mulacion del principio extremal basico en las formas a@das para las repre
sentaciones transformadas de Legendre.

La manera directa de trasladar el principio extremaldwéa otra representacion
consiste en escribir el principio de energia minima formalmente enrksegpacion
energéticay cambiar simplemente sus variables por las apropiadas para la nuevi
representacion, empleando las técnicas formales de la transformde Legendre.
Nosotros seguiremos exactamente este procedimiento,ipentaremos conducir
el andlisis basandonos en consideraciones fisicas con la cfibn conferir de
este modo al principio reformulado una interpretacion fisica evédente.

Para precisar, consideremos un sistema compuesto ermotondiatérmico
con una fuente de calor. Supongamos, ademas, que se liaadbnalguna liga
dura interna en el sistema compuestdyusquemos la condicidn matematica que
nos permita predecir el estado de equilibrio del sistema compuesto.

En el estado de equilibrio, la energia total del sistema costpumas la de la
fuente es minima:

dutu) =0 6.1
d’(U+ U)=d?U >0 (6.2)

con la condicién isoentrépica
s + S =0 6.3)

100
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La cantidadd?U" se ha hecho igual a cero en la ecuacion 6.2 podfué es una
suma de productos de la form&P; dX;, o sea,

277
U uxrax
exrox;

que se anulan para una fuente.

Las restantes condiciones de clausura dependen denfe fparticular de las
ligaduras internas existentes en el sistema compuesto. Sidd paterna es movil
e impermeable, tenemos

ANV = dN{* = d(v* + V) =0 paratodoj (6.4)

entantoque, sila pared interna es rigigeermeable para el componente de orlden
tenemos

dN® + NP) = dN® = av'h = dv® =0,  j 4k (6.5)

Estas ecuaciones son suficientes para determinar el estado de equilibrio.
La diferencialdU en la ecuacion 6.1 implica los términdg’ 4§ + T2 4s@),

que aparecen como consecuencia del intercambio calorifico entre el sistera co

puestoy la fuenteyy los términos tales come P dy™™) _ P gyl gN®t +

+ ul® dN{®, que aparecen como consecuencia del proceso virtual correspondiet

que tiene lugar dentro del sistema compuesto. Los térmifid«dS™) + 7(2) 4§
se combinan con el térmirtdJ" = T' dS en la ecuacién 6.1 para dar

TV dSWH 4 7@ gs@) 4 Trdsr = T gst)
+ TP dSP® ~ Trd(SM + S = 0 (6.6)
de donde
T = T2 = 77 6.7)

Asi, un aspecto evidente del estado de equilibrio final es el hechaieldaq
fuente mantiene una temperatura constante en todisteh®m. Las condiciones
de equilibrio restantes dependen naturalmente deriad especifica de las liga
duras internas del sistema compuesto.

Consideremos de nuevo la ecuacion 6.1, con el propoésitefindirla en una
forma adecuada para otra representacion. Podemabiescr

dU +U)=dU +T7dS" =0 (6.8)
0, segun la ecuacién 6.3,

dU —T"dS = 0 (6.9)
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ComoT'es una constante, la conmutamos con el operador diferencial para escribi
AU -T"S) =0 (6.10)
Ademas, puesto qUE es constante?(T"S) = 0y
dX(U - T'S)y = d*U > 0 6.11)

Asi, pues, la cantidad (U 775) es minima en el estado de equilibrio. Ahora bien,
la cantidad U- T'S recuerda por su forma el potencial de Helmholtz—UT'S.
Esto nos lleva a examinar mas a fondo las propiedadesnexies dg(U — T7S)

y averiguar como pueden relacionarse éstas con las pral@sdetremales del
potencial de Helmholtz. Hemos visto que una caractedstvidente del equilibrio

es que la temperatura del sistema compuesto (es decir. la de cada su® sid
sistemas) es igual &'. Si aceptamos esta parte de la solucién, podemos limitar
inmediatamente nuestra investigacion al estado de equilibrio landieersidad de
estados para los cual@s= T'. Pero en todo este conjunto de estadlbs- TS

es idéntico dJ — T'S. Por tanto, podemos escribir la ecuac®a0 en la forma

dF =d(U - TS) =0 (6.12)
sometida a la condicion adicional de que
T=T (6.13)

Es decir, el estado de equilibrio minimiza el potendi@lHelmholtz, no absoluta
mente, pero si en el conjunto de estados para los cliale§'. Llegamos asi a la
condicién de equilibrio en la representacion del potendalHelmholtz.

Principio de potencial de Helmholtz minimo. El valor de equilibrio de cualquier
parametro interno sin ligadura de un sistema que se halla en contacto diatérmico
conuna fuente de calor. minimiza el potencial de Helmholtz a temperatura constante
(iguala la de la fuente de calor).

El significado intuitivo de este principio se manifiesta evidente en las ecuacione
6.8-6.10. La energia del sistema mas la de la fuente es, por supuesto, mema
la afirmacion de que el potencial de Helmholtz del sistema soloieisna es otra
forma de decir lo mismo, puesto qué = d(U — TS),y el terminod (- TS).re-
presenta de hecho el cambio de energia de la fuente (puestb gUu€ y —dS =
=dS).

Sentado esto, es una cuestion sencilla ampliar las consideracjapeante
ceden a las restantes representaciones comunes.

Consideremos un sistema compuesto en el que cada subsisterea estéacto
con unaunica fuente de presion a través de paredes no restrictivagespecto
al volumen. Supongamos también que se ha eliminado alggadulia interna
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existente dentro del sistema compuesto. La primera condicion de eigupibede
escribirse

dU+U")=dU - P dV" = dU+ P'dV=20 (6.14)
o sea
d(U+P'V)=0 (6.15)
Aceptando la condicion evidente de gige= P', podemos escribir
dH =d(U+tPV)=0 (6.16)

con la restriccién auxiliar

pP=P 6.17)

Principio de entalpia minima. El valor de equilibrio de cualquierparametro interno
sin ligadura de un sistema que se encuentra en contacto con una ,fuente de presior
minimiza la entaipia gresion constante (igual a la de la ,fuente de presién).

Por dltimo, consideremos un sistema en contacto simultaoneouna fuente
de calory una fuente de presiéon. Nuevamente

dU + U =dU — T"dS + P'dV =0 (6.18)
Aceptando las condiciones evidentes de que T"y P = P', podemos escribir
dG =dU-TstpPy)=0 (6.19)
sometida a las restricciones auxiliares
T=T, P=P (6.20)

Obtenemos de este modo la condicién de equilibrio en leeseptacion de Gibbs.

Principio de la funcion de Gibbs minima.El valor de equilibrio de cualquier para
metro interno sin ligadura de un sistema que esta en contactamoyiuente de tem
peraturay una fuente de presion minimizéa funcién de Gibbs a temperaturg presién
constantes (iguales a las de las ,fuenmepectivas).

El resultado general estd ahora clébralor de equilibrio de cualquierparametro
interno sin ligadura de un sistema en contacto con una serie de ,fuentes (con para
metros intensivos”], P, ...) minimiza el potencial termodinamict [P, P,,...]
para valores constantes d@,. P,,... (igualesari, Pj,...).

Consideremos ahora el significado fisico especifida utilidad del potencial
de Helmholtz, laentalpia y la funcion de Gibbs.
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6.2 Potencial de Helmholtz

Para un sistema compuesto en contacto diatérmico con una fuerdalat,
el estado de equilibrio minimiza el potencial de Helmhakspecto a los diversos
estados de temperatura constante (igual a la de la fuente).

El potencial de Helmholtz es una funcion natural de lagéasT, V, V. N,, ...,

y, por consiguiente, es sumamente conveniente en problemass que la tem
peratura se mantiene constante. La condicién deTysea constante reduce el
nimero de variables del problemaRresulta ser de hecho funcién Unicamente
de las variable¥ y N,, N,, ... . Esto se halla en acusado contraste con la manei
en que la constancia d& tendria que tratarse en la representacion energétic
en ella,U seria funcion des, V, N,. N,, ..., asi que la condicion auxiliaf = 77
implicaria una relacion entre estas variables. En ausencia deiouanto explicito
acerca de la ecuacion de estalle= 7(S, ¥, N), esta restricciéon auxiliar conduciria
a una dificultad considerable de los procedimientos analitinda eepresentacion
energética. En la préactica, muchos procesos se verifican en aomeloen las que
la atmoésfera actiia como fuente de calor para mantenempet@tura constante;
para dichos procesos, la representacion potencial de hdimresulta muy ade
cuada.

Como ilustracion del uso del potencial de Helmholtz, consigenas un sistema
compuesto constituido por dos sistemas simples separadasnpopared imper
meable adiabatica movil. Los sistemas estdn tambiéooaracto diatérmico con
una fuente de calor que se encuentra a la temperdtural problema, en estas
condiciones, estriba en predecir los volumel;sy ¥, de los dos subsistemas.
Escribiremos

F=FYT, VO N ND )+ FOTT VA ND NP ) (6.2])

y
dF = 0 (6.22)
Asi, pues,
%ﬁ-ﬁ avt’ + 25(2 av®) = —p gy — pA gy = ¢ (6.23)
y, con la condicion de conservacidv®) = —dV*®, llegamos, como era de-es
perar, a

P = p2) (6.24)

Un problema mas interesante es el ddijarencia de presion osmética través
de una membrana semipermeable. Consideremos de mmesistema compuesto
constituido por dos sistemas simples separados por una pgidd, rpermeable
al componenter.® 1 e impermeable a todos los demas. Los sistemas estdnéra
en contacto diatérmico con una fuente de calor. El proaleonsiste en encontrar
la diferencia de presién entre los dos subsistemas.
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La ecuacion fundamental corresponde a la ecuacion 6.21, y un célculo analogc
conduce a

p(Tr, VIO NGy =y BT VB, NG L) (6.25)
qgue, con la condicién de conservacion,
N + N® = NY (6.26)

nos permite hallaN{"’ y N2, Conociendo estos valores, podemos evaluar entonces
las presiones

oD

1
PO = = Gy

= PO(TT, Y N, L) (6.27)

y andlogamente parP?). La diferenciaP’) - P?) esla diferencia de presion
osmotica.

T
I

"

"

I

T

Agua
y azucar
Agua
pura

sblo al agua pura

Fig. 6.1 Demostracién de la diferencia de presion osmotica

En la figura 6.1 se ilustra una demostracion experimental de la diferencia de
presion osmoética. Se introduce agua pura en un tubd provisto de una mem
brana permeable al agua.continuacion, se introduce azucar en uno de los lados
del tubo. El potencial electroquimico del agua se reduce debido a la presencia de
azucar, y el agua fluye a través de la membrana hacia la regiéon que contiene azuca
La diferencia de presién osmética se hace visible por la diferencia de nivel de los
liquidos en las dos ramas del tubolénEsta no es exactamente la situacion anali
zada mas arriba, dado que los volimenes de los dos subsistemas no son constan
en este caso. Sin embargo, la idea esencial es la misma.

Es interesante realizar el célculo #&" — P?) explicitamente en un caso
para el que conozcamos la ecuacion fundamental completa. Consideremos par
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ello una mezcla de gases ideales, aunque veremos que la diferencia de presion
motica es trivial en este caso. Para una mezcla de gases ideales, el petestcial
quimico tiene la forma (véanse las ecuaciofied6, D.47,y D.40)

= RTI:d)l(T) +1In Nllf T] (6.28)

donde¢,(T) es funcidon Unicamente de la temperatura. Entonces,ulace&m6.25
da

(1) (2)
M _ Ny

A = (6.29)

Con la ecuacidrb.26encontraremos que los nimeros de moles en equilibrio sor

N(ll) B V(l) N(IZ) 3 V(Z) 6.30
N YD p® NY Ty @ (6.30)
de donde
N N@
P _ p@) _ RT[_V(—U - W] (6.31)
NO + NP+ --- NE + NP+ - 6.3
= RT i - V(rf_ (6.32)

Este resultado es independiente del componerité. La diferencia de presion es
exactamente la que habria existido si no hubiera caditadlguna del primer com
ponente en el sistema. Este resultado trivial se deriva del heclhoelz, en la
ecuacion6.28 depende solamente d¥¢,. siendo independiente dd,, N,, ....
Para otros sistemas distintos de los gases ideales, encontrariama®lucion
menos trivial,y la diferencia de presion dependeria de las propieddelesom
ponente para el cual es permeable la membrana.

Volviendo a los aspectos generales del potencial de Helmholtz, veremos qt
puede atribuirse a dicho potencial un significado fisico, proveniente de uraform
lismo muy similar al que condujo a sus propiedades de minimagihemos un
sistema termodinamico anteraccién con un foco de trabajo reversibjeambién
en contacto diatérmico con una fuente de calor. Consideseaiglin proceso
reversible,y tratemos de calcular la cantidad de trabajo transiealdfoco de
trabajo reversible. De acuerdo con el principio de la conservacion deelaia.
el trabajo aportado al foco de trabajo reversi@dW® es igual a la disminucion
de la energia del sistemade la fuente:

aw® — _d(U + U) (6.33)
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Siguiendo la misma linea de razonamiento empleada etlesiones 6:8.12,
aw® — _dr (6.34)

Asi, el trabajo realizado en un proceso reversible, por un sistema en contactc
con una fuente de calor, es igual a la disminucion del potedeaHelmholtz.
Por esta razén, algunas veces se hace referencia al potencialndieokizlcomo
trabajo utilizable a temperaturaonstante o0 energia libre de Helmholtz.

Como ilustracién de esta propiedad del potencial de Heltmhexaminemos
el problema siguiente. Un cilindro contiene un pisiaterno, a cada lado del
cual hay unmol de un gas ideal monoatémico. Las paredes del cilindrodgaér-
micas y el sistema esta sumergido en un bafio de liquido decggzacidad (una
fuente de calor) a la temperatura@eC. Los voliumenes iniciales de los dagb-
sistemas gaseosos (acada lado del piston)i8ditros y 1 litro, respectivamente.
El piston se desplaza ahora en condiciones reversibles, de tal quedios vold
menes finales son 6 litros y 5 litros, respectivame;Qué cantidad de trabajo se
ha realizado?

Como el propio lector ha demostrado en el problemal5la ecuacion fun
damental de un gas ideal monoatémico en la representaciéncidtda Helmholtz

es
Fo T 32 ) N -1
- weriws - u|(7) Vi(m) I (6.39)
0

Para valores constantes dg N, esta ecuacién es simplemente
F = constante- NRT"In V (6.36)
La variacién del potencial de Helmholtz es
AF= -NRTIn6+In5-1In10-In1] = =NRT'In3 = -596 cal (6.37)

Asi, pues, en este proceso se realiza una cantidad de trabajo ig@@lcal5

Es interesante observar que la totalidad del trabajo remlizaoviene de la
fuente térmica. La energia de un gas ideal monoatémico qsesitante; NRT,
y permanece invariable a temperatura constante. &lchde que se extraiga calor
de la fuente de temperatura y se lo suministalmenteen forma de trabajo al
foco de trabajo reversible no viola, sin embargo, el principio detlimiento de
Carnot, dado que los subsistemas gaseosos no quedan en su estado inicial. A pes
de que la energia de estos subsistemas permanecartensuentropia aumenta.

Problemas—Seccion6.2

6.2-1. Dos sistemas simplesstin contenidos en un cilindrg se hallan separados por
un pistén. Cada subsistema es una mezcld/2emol deN, y 1/2mol deH, (que seconside-
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raran como gases ideales). El piston esta en el centro del cilindrqgarmp cada subsistema
un volumen de 10 litros. Las paredes del cilindro son&tatcas. El sistema esti en contacto
con una fuente de calor a una temperatura de O'C. El pet@armeable al H,, pero im
permeable aN,. ;Qué cantidad de trabajo se requiere para desplazar el pistoragos
cién tal que los voliumenes de los subsistemas sean 5 litddslitros?

6.22. Demuéstrese. por integracién directa @& = — P dV, el resultado(6.37).

6.3 Entalpia

Para un sistema compuesto interactuando con una fuente de petgétado
de equilibrio minimiza laentalpia respecto a los diversos estados de presion-cons
tante (igual a la de la fuente).

La entalpia es una funcién natural de las variabl8sP,N,, N,, .... La re
presentaciérntalpica es por consiguiente particularmente conveniente enatisis
de los problemas en los que la presién se mantiene constadtenteeuna fuente
de presion. En los procesos realizados en recipientes abiertos, lsfexméactia
como fuentey la representacion entélpica es, por consiguiente, deas®nte.

La entalpia puede considerarse también como trahtijizable a partir de
un sistema en contacto con una fuente de presion. Considsren sistema en
contacto simultaneo con una fuente de presi@on un foco de trabajo reversible.
El aporte de trabajo al foco de trabajo reversible es igual a la disminucién de la
energia del sistemp de la fuente:

dw® = _d(U + U") (6.38)
o0, conforme a la logica de las ecuaciones &16,
dWw® = —dH (6.39)

Asi, del mismo modo que la energihactliia como un ((potencial de trabajo)) para
sistemas dentropia constantey el potencial de Helmholtz se comporta como un
potencial de trabajo para sistemas de temperaturataites laentalpia actua
como potencial de trabajo para los sistemas de presidstante.

La generalizacion del resultado que antecedel resultado analogo obtenido
para el potencial de Helmholtz, es evideni#.trabajo realizado en un proceso
reversible por un sistema ervontacto con una serie de fuentes (cpardmetros in-
tensivos P}, P, ...) es iguul ala disminucién deU [P,, P,....].

Queda todavia otra interpretacion, proveniente de denstiones acerca de
la transmision del caloy, no de la transferencia de trabajo, que puede dapse
cificamente a la entalpia. Consideremos un sistema simple, confinado por una
pared impermeable, en contacto con una fuente dedprgsion varios otros sis
temas no especificados. Por algin proceso arbitrario, pueden tregsf@multa
neamente caloy trabajo. La variacion de entalpia es, en general,

dH = TdS ¥ VdP + p,dN, + p, dN, + - - - (6.40)
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En las condiciones supuestas se anulan todos los términeegi@hdo miembro
de la igualdad, salvo el primero, de modo que

dQ = (@H)p y, x,.... (6.41)

Asi, pues. el calor suministrado a un sistema en condiciones deralde moles

y presion constantes aparece como un aumento de entalpbepleste compararse
con el comportamiento de la energia intefdael calor aportado a un sistema en
condiciones de numero de molgsvolumen constantes aparece como un incre
mento de energia interna:

dQ = [dU)y . .. (6.42)

Dado que el calentamiento de un sistema se realiza con gran frecuencia mientre
éste se mantiene a la presion constante de la atmésfenatalpia es de gran uti
lidad en el estudio de los problemas de transferencizabte. Por ello laentalpia
recibe a veces el nombre de contenido calorifico del sistema, aunque esta terfainolog
no es estrictamente correcta, ya que el térmiubor» hace referencia a un modo
de flujo de energia mas que a un atributo de un estado de un sistan@diaamico.
Para ilustrar el significado de talpia como potencial de calor, enunciaremos
el problema siguiente. Un sistema simple se mantiene a presidstante.y su
volumen se modifica desd¥, a .. Deseamos calcular el calor absorbido por el
sistema. Como la presion es constante, el intercambiolde esigual a la varia
cion de entalpia:

jaQ = H, — H, (6.43)
Si conociéramos la ecuacion fundamental
H = H(S, P, N) (6.44)
y, por derivacién.

oH
V=— = V(P 6.45

podriamos eliminar lantropia para hallarH en funcién deV, Py N. Entonces
[dQ = H(V,, P.N) — H(V, P, N) (6.46)

Para ilustrar otra aplicacién de la entalpia, vamosrssitlerar el experimento
JouleThomson, o del tabique poroso. Un gas a alta presién se deja pasar a traveé
de un tabique porosauna region de presion baja (F&2).El tabique poroso puede
obtenerse, por ejemplo, apelmazando un copo de lana de eid el interior de
un tubo; el proceso puede hacerse continuo empleando amdeb para hacer
volver el gas desde la region de presién baja a la regién de alta prBsigem-
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Piston de Piston de
alta presion Tabiaue baja presion

DL 22 L Ll e Y.

Fig. 6.2 Representacién esquematica del proceso Jdwenson.

diendo de ciertas condiciones, que se indicaran mas adelglrgas se calienta o se
enfria al pasar a través del tabique. Los sistemas g@eacuentrarn contacto

con el tubo en uno de los lados del tabique pueden de este modo enfrzako
tarse,y el efecto JouleThomson se puede emplear en la practica como base d¢
un refrigerador o de un calentador.

El efecto JouleThomson se emplea frecuentemente en los laboratorioge-
nicos para la produccién de bajas temperaturas. Para los gasesyrgeales,pre
siones inicial yfinal dadas, el cambio de temperatura, al pasar a travtbique,
es positivo por encima de una temperatura determiryadagativo por debajo
de dicha temperatura. La temperatura a la cual cambia e sighsalto térmico
recibe el nombre déemperatura de inuersiérsu valor depende dc la naturaleza
del gas y dc las presiones dadas. Para que el efecto-Tooheson pueda ser un
mecanismo efectivo de enfriamiento, el gas tiene que enfripmeamente por
debajo de su temperatura de inversion, y puede utilizarse lusgm fiatemperatura
de licuacion. El proceso JoulEhomson es una etapa intermedia conveniente en
la secuencia de operaciones que conducen a temperaturas muy bajas.

Demostraremos ahora que el proceso Jdiliemson tiene lugar a entalpia
constante. Consideremos umwl del gasy supongadmoslo constituido por un solo
componente. El pistén que impulsa esta cantidad de gas a través gettadmnliza
una cantidad de trabaj®v, dondey, es el volumen molar del gas que se encuentra
en el lado de alta presion del tabiqée medida que el gas emerge del tabique,
realiza trabajo sobre el piston que mantiene la presion Bajasta cantidad de
trabajo esP v,. Asi, la conservacion de energia nos permite calcular la energia
molar final del gas; el valor de ésta es la energia molar inicial, mas el trahgjo
realizado sobre el gas, menos el trab&jo, realizado porel:

U, =u, + Py, - P, (6.47)
u, + Po, = u, + Py, (6.48)
lo que puede escribirse en términos derd&lpia molarh como

hy = h,

i

(6.49)

Aunque, sobre la base de la ecuacién 6d8jmos que el proceso déoule-
Thomson ocurre antalpia constante, subrayaremos que esto implica simplemente
que laentalpia final es igual a leentalpia inicial. No establecemos afirmacion alguna
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acerca de lantalpia durante el proceso: los estados intermedios del gas satosst
de desequilibrio para los cuales datalpia ni siquiera esta definida.

La observacion de que el proceso de JatHemson tiene lugar @ntalpia
constante constituye la clave para el andlisis cuantitativo cleodproceso. Asi,
para una diferencia de presién pequeffael cambio de temperatura es

ar) (OT)
dr = | 2= dP = | == dP (6.50)
(aP ANy N2, ..o aP H,N{,Njy,...

Mediante sencillas manipulaciones matematicas, guiadas porogedgimiento
general que expondremos en detalle en el capitulo siguiente, la ec6ggddpuede
reescribirse como sigue (los nimeros de moles permanecen constantes a todo

largo del proceso):
cH OH
aT=- [<8P>T/<6T>PJ(1P ©3D

Recordando quéH = TdS + VdP a nimeros de moles constantes,

_ T(@S)aP); + V

ar = T(0S/eT),

dP (6.52)

Recurriendo a la igualdad 3.5 las definiciones 3.39 3.41, se obtiene

dT = Y (Ta - 1)dP (6.53)

Cp

Esta es la ecuacion fundamental del efecto de Johtemson. Como el cambio
de presiondP es negativo, el signo déT" es opuesto al de la cantidad comprendida
entre paréntesis.

Hemos visto que para un gas ideal el coeficiente de dilatexEmigual al/T
(ecuaciom-11), por lo que no se produce cambio alguno de temperaturaypara
gasideal. El efecto de JodThomson depende de la desviacion respecto al comporta
miento de los gases ideales. Se deja para los problemas la decitostde quedT
es negativo a temperaturas bajapositivo a temperaturas altas para los gases
reales. La temperatura de inversion viene determinada por la ecuacién

To = | (6.54)

la cual puede resolverse si se conaaen funcién de Ty dela presién (medial.

Problemas—Seccién6.3

6.3-1. Se abre un orificio efla pared que separa dos subsistemas de un solo compo
nente, quimicamente idénticos. que forman parte de uensistompuesto. Cada uno de

s T2 o

@ °* 0¢ &4¢ ar o

. as
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los subsistemas esta también en interaccién con una fdenpresion que se encuentra a
una presionP". Utilicese el principio del minimo de entalpia padamostrar que las con
diciones de equilibrio so7*!) = 72 y pM = @

6.3-2. Hallese la variacién de temperatura por unidad de variacioprégon en un
experimento Jouldhomson en el que el gas utilizado@6,, siendo la presion medihatm
y la temperatura medi@ C. Supoéngase que &0, satisface la ecuacion de van der Waals,
con valores de las constantes dados en la tBb& y que su calor especifico es el dado en
la tablaD.2.

6.33. Calcllense las temperaturas de inversion par@lely el N,O suponiendo que
estos gases satisfacen la ecuacion de estado de vaWahés, con los valores de las cons
tantes dados en la tabla.3, y suponiendo una presion media2latm. (Recuérdese el pro
blema 3.5-3.)

6.3-4. Un mol de un gas ideal monoatomico se halla en un cilindroiptoxde un pistén
movil, en el otro lado del cual existe una fuente de presigmP' = 1 atm.;Qué cantidad
de calor tiene que aportarse al gas para aumentar su volde20 a 50 litros?

6.4 Funcién de Gibbs

Para un sistema compuesto interactuando simultaneansamtefuentes de
calory presion, el estado de equilibrio minimiza la funcion de Gibbpee® a
los diversos estados de temperatypesion constantes (iguales a las de las fuentes).

La funcién de Gibbs es una funcién natural de las variableé®, N,, N,, ...

y es particularmente conveniente en el andlisis de problemasequ®rl y P son
constantes. Los procesos quimicos se realizan frecuenteemergeipientes abiertos,
por lo que se iniciary terminan a la temperatuna presion atmosféricas. Conse
cuentemente la funciéon de Gibbs desempefia un papel doteirenia quimica
tedrica moderna.

Para un sistema en contacto con un foco de trabajo revengitdembién con
fuentes de caloy presion, la funciéon de Gibbs actia cormetencialde trabajo:

aw® = _dG (6.55)

La funcién de Gibbs mide, pues, el trabajo utilizable en un proceso reversible
desde un sistema @y P constantes. Frecuentemente se la denoreieagia libre
deGibbs.

La funcién de Gibbs esta relacionada estrechamente lgootencial quimico,
puesto que

G=U-TS+ PV (6.56)
e introduciendo la relacion de Euler
U=TS — PV + N, + N, + -+ 6.57)

encontramos

G=puN + N, + - (6.58)
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Para un sistema de un solo componente, la funcién desGitathar es idéntica a:
g=—=pu (6.59)

El potencial quimico recibe frecuentemente el nombrefutleién de Gibbs
molar en sistemas de componente Unico, ofd®ion de Gibbs molar parcial en
sistemas de varios componentes.

6.5 Los principios de maximo de las funciones de Massieu

En la representacion energética, la energia es rmipianaentropia constante,
y de esto se sigue que cada transformada de Legendre de la energiares paira
valores constantes de las variables (intensivas) transformadas.

Anélogamente, en la representacidon entropicaenk@opia es maxima para
energia constante, y de ello se deduce que cada transformada elediteede la
entropia es maxima para valores constantes de las variables (intensivas) tran:
formadas.

Para dos de las tres funciones de Massieu comunegrifaspios de maximo
pueden obtenerse muy facilmente, dado que estas funcestés relacionadas
directamente con los potenciales (es decir, con las transfias de la energia).
Por la ecuaciorb.54, tenemos

S[lT] = —F/T (6.60)

y, puesto queF es minimo a temperatura constan®,1/7] es evidentemente
méaximo. Asimismo, por la ecuaciohse,

S[l/T, PIT] = -G|T (6.61)

y, comoG es minimo a presion y temperatura constan$gk,7, P/T] es eviden
temente maximo.

Para la funcién de Massieu comun que fallpP/7’], podemos repetir la légica
de la seccioré.1. Nos encontramos ante un sistema en contacto con una fuente
que mantieneP/T constante, aunque permitiendo que vaki& Se comprende
facilmente que tal fuente es mas una ficcion matematica quespogitivofisica-
mente realizable, y el principio extremal para la funcS[P/T] es, por consi
guiente, artificial. Sin embargo, la deduccién deqgsincipio segin laineas de
la seccion6.1 es un ejercicio interesante que dejamos al estudiante interesadc

7

Relaciones de Maxwell

7.1 Relaciones de Maxwell

Un aspecto formal de la termodindmica, que se estudia del mma@docémodo
en términos de la transformacion de Legendre, es elotmjde las relaciones de
Maxwell. Se recordara (véase la ecuacion 3.43) que la igualdad mateméatiaa d
dos derivadas segundas mixd%U/dSSVy 8*U/6V &S conducia a una prediccién
fisica que era una de las consecuencias mas inmediatas de la existentiacdeal
cion fundamental. Teniamos, en particular,

U U
oSov — eves

opP oT
_ (P e (7.2)

Esta relacion es el prototipo de toda una clase de igualdsnésres conocidas
comorelaciones de MaxwellEstas relaciones surgen de la igualdad de las derivada
parciales mixtas de la relacién fundamental expresadauaiguiera de las diversas
representaciones alternativas posibles.

Dado un potencial termodinamico en particular, expresadoéeminos de
sus(t T 1) variables naturales, existen tt1)/2 pares separados de derivadas
segundas mixtasAsi, cada potencial da lugar a tt 1)/2 relaciones de Maxwell.

Para un sistema simple de un solo componente, la energia interna es una 1
cion de tres variableg = 2),y los tres[ =(2 x 3)/2] pares de derivadas segundas
mixtas soné?U/8S oV = AUV ES, d*UJIOS ON = ¢*U/eN S y ¢*UJeV eN =
= ¢*U/3N ¢oV. La serie completa de relaciones de Maxwell para un sistema simpl
de componenténico se da en la lista siguiente. En ella, la primera columna indica e
potencial del cual deriva la relacion, la segunda expekpar de variables indepen
dientes con respecto a las cuales se toman las derivadas paréidssynta Ultima

(7.1)

o bien
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contiene las relaciones de Maxwell propiamente dichas. La regla mnemotécnica
dada en la secci6n2 nos proporciona un recurso mental para recordar relaciones
de esta forma. En la secci6h3 presentaremos un procedimiento para utilizar
estas relaciones en la soluciéon de problemas termodinamicos.

U

dU = TdS PdV 4 pdN

UT]=F

dF = —SdT — PdV + pwdN

UP]=H

dH = TdS + VdP T udN

Ulu]

dU[u] = TdS - PdV — Nadu

U[T,P]=G

dG = —SdT + VdP + udN

ULT. u]

dU[T,p] = —SdT - PdV - Ndu
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7.2 Diagrama mnemotécnico termodinamico

Algunas de las relaciones de Maxwell mas utiles pueden recerdacimente
sirviendose de un diagrama mnemotécnico sencillo*. Este diagrampeesentado
en la figura 7.1, estd constituido por un cuadrado con dos fledtigilds hacia

v F T
u G
N H P

Fig. 7.1 El cuadrado termodinamico.

arriba a lo largo de las diagonales. Los lados se rotatanlos cuatro potenciales
termodinamicos comunes, G, Hy U, en orden alfabetico alrededor del diagrama
en el sentido de las agujas del reloj, con el potenciaHeknnoltz Fen la parte
superior. Los dos vértices de la izquierda se designan cempdoametros exten
sivos Vy S,y los dos vértices de la derecha con los parametros inten3ivo$.

Cada unode los cuatro potenciales termodinamicos que apagecs cuadrado
estan flanqueados por sus variables independierdatgates.Asi, U es funcién
natural deVy S;Floes deVy T;y Gde Ty P.Cada uno de los potenciales-de
pende también de los nimeros de moles, pero dado que edtddemson comunes
a todos ellos, no se indican explicitamente en el diagrama.

Al escribir la expresion diferencial correspondiente a cada uno de l®&spo
ciales en términos de las diferenciales de sus variables natfealesis flancos),
el coeficiente de cada diferencial viene indicado por la flecha diagonal. Una fleche

* Este diagrama fue presentado por el Profesor Max Born en 192%arconferencia escuchada
por el Profesor Tisza. Aparecié en la bibliografia enarticulo firmado porF. O. Koenig, .J. Chem.
Phys. 3, 29 (1935).
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cuya punta se aleja de la variable natural implica un coeficiente positivo,tragn
que una flecha que apunta hacia la variable natural implica un coeficientévnegat
Este esquema resulta evidente sifis que examinar el diagrama y tener presente:
las ecuaciones siguientes

dU= TdS_-PdV+Y ydN, (7.24)
k

dF = —SdT - PdV t Y p, dN, (7.25)
k

dG = —SdT t vdP t Y p, dN, (7.26)
k

dH = TdS + VdP + ) p dN, (7.27)
k

Por ultimo, las relaciones de Maxwell pueden formarse a partir idgrdma.
Para ello, nos ocuparemos solamente de los vértices del diagrande Perse
facilmente que la disposicion de los cuatro vértices del cuadrado slayieiacion

% oT
(as),, = (”’)g (N,, N,, ... constantes) (7.28)

Haciendo girar el cuadrado sobre kdo derecho, encontraremos, exactament

por el mismo sistema,

oS ov
(;ﬁ)]‘ = _(ﬁ)P (N,, N,, ... constantes) (7.29)

El signo menos en esta ecuacién debe deducirse de lastigm asimétrica de las
flechas en este caso. Las dos posiciones restantes del cuadralds das relaciones
de Maxwell adicionales

PPy (oS (N,, N,, ... constantes) (7.30)
oT), ~ \av ),
y
oT
<T> I (N,, N,, ... constantes) (7.31)
Vg =
s ),
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Estas son las cuatro relaciones de Maxwell mas (tiles en las aplicaciones-con
cionales de la termodinamica.

El diagrama mnemotécnico puede adaptarse a otros pares de variatidaglis
de Sy V. Si estamos interesados en transformaciones de Legendre tpre dea
Sy N, el diagrama toma la forma que se muestra en la figura 7.2.

N, F = U[T] T
v UIT, 1]
S Ulu #
Figura 7.2

La flecha que conect&, con g, se ha invertido en relacion con la que conectab;
anteriormenteV y P para responder al hecho de qguees analogo & - P).Las
ecuaciones 7.4, 7.7, 7.$3.19 pueden leerse directamente de este diagrama. Puec
construirse otros diagramas de un modo similar.

Problemas— Seccion 7.2

7.221. Demuéstrese que la relacién

R
Il
~l—

implica quec, es independiente da presion
(e
Py

7.3 Un procedimiento para la reduccion de derivadas en sistemas de un solo
componente

En las aplicaciones practicas de la termodinamica, la situaciderimgntal
bajo estudio obliga frecuentemente a calcular alguna dixiparcial. Por ejemplo,
puede interesarnos estudiar el cambio de temperatura necesasianpatener
constante el volumen de un sistema de un solo componente cuando semaren
ligeramente su presion. Esta variacién de temperaturaideraemente

0T
dT = “-) dP (7.32)
(ap X
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y por consiguiente necesitamos evaluar la deriv@dadP), ,. En la seccion 7.4

se consideran algunos problemas similares. Una cafsiiter general de las de
rivadas que se presentan de este modo es que normalmenteemeantonstantes

los nimeros de moleg que generalmente implican al mismo tiempo parametros
intensivos y extensivoDe todas las derivadas de este tipo. solamente tres pueden
ser independientesy cualquier derivada dada puede expresarse en funcién de un
conjunto, arbitrariamente elegido, de tres derivadagicas. Este conjunto se elige
convencionalmente comg, ay k.

Para ver que Unicamente pueden ser independientes tieadis, recordemos
que cualquier derivada primera que envuelva pararedtitensivos puede expre
sarse en términos de derivadas segundas que implican Unitamanrametros
extensivos s i n mas que reemplazar los parametros imtenpior sus definiciones
fundamentales. Ahora bien, 8l se mantiene constante, la relacién fundamental
de un sistema de un solo componente es funcién (nicamentosi®ariables y
tiene soélo tres derivadas segundas independientes: @skden serd*U/dS?,
RUIOVE y 2UIES 8V = 22UV éS.

El argumento que antecede sugiere un procedimiento preciso pprasar
cualquier derivada, comMN constante, en términos de las tres derivadas bésicas
elegidas arbitrariamente. Podemos transformar la derivada gacada una de
las tres derivadas bésicas reemplazando todos losnpa&@s intensivos por sus
definiciones, y expresando de este modo cada una de las cuatro derdredas
minos de las tres cantidadésu/oS?, ¢2U/ev? y S U/éSTV. La eliminacion de
estas cantidades entre las cuatro ecuaciones condirees a la relacién buscada.

Aunque el procedimiento que antecede es simple en pimcho es cémodo
en la practicaY es muy importante que tales manipulaciones sean dominadas por
el estudiante de termodinamica. Por consiguiente, gampresentar un procedi
miento que utiliza libremente las relaciones de Maxwell comtzsien el diagrama
termodindmico y que reduce la manipulacién formal de @a&tas a una receta
simple.

Consideremos una derivada parcial en la que se manterggestantes los nu
meros de moles. Se desea expresar esta derivada edrfuhee, ay x,. Recor
demos en primer lugar las identidades siguientes, quedeemplearse en las
manipulaciones matematicas (véase el Apéndice A)

(X Y
(3)1/63)
cX 1.4 oY
(), - (&) (&), 039
X o7z VA
B-@m e

Deben realizarse luego las etapas siguientes, por edenor

1. Si la derivada contiene potenciales, llevar éstos, uno por unwurakrador
y eliminarlos conforme al cuadrado termodinamico (etwzes 7.247.27).
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Ejemplo. Redlzcase la derivad@?P/cU),;

oP [/oU -1
oU)s v |\2P 7.33
<6U>G.N _(GP)GAN:, (pOI’ )

[~ ) el -1
_{r(es _p(Y (por 7.24)
L 0P G.N aP G.N

[ 0 G\ /0G\ /oG 17!
L) M) L&) or7

o S@ToP)s y + V4 - S@TJEP), VA7
— S(0T/2S)p x - S@T)V)p x

(por 7.26)

| ——

La expresion a la que se llega no contiene ningun potemaab, puede implicar
varias derivadas. Seleccionar estas una poryuratar cada una de ellas de acuerdo
con el procedimiento siguiente.

2. Si la derivada contiene el potencial quimico, llevarlonaimeradory eli-
minarlo por medio de la relaciéon de Gibbathem,dy = —sdT + v dP.

Ejemplo. Reduzcas(u/iV)

W\ (2T (2P
Vin V Js n v Js

3. Si la derivada contiene la entropia, llevarla al numera8balguna de las
cuatro relaciones de Maxwell del cuadrado termodinamico permite eliminarla
recurrir a ella. Si las relaciones de Maxwell no eliminan la erfapgituaréd” en
el denominador de¢S (empleando la ecuacién.34 con w = T). El numerador
podré expresarse entonces como uno de los calores espegificos,).

Ejemplo. Considérese la derivad(¢T/dP)g , que aparece en el ejemplo de la etdpa

°oT és 0S
ot - _ (2 g 7.35
<HP>€,N (‘?P>IN/<6T)PN (por )
ov N
= (GTf)pAN/? Cp (por 7.29)

Ejemplo. Considérese la deriva(2S/éV), . La relacion de Maxwell dari@S/oV), y =
= (¢P/¢T) y (ecuacioni.28), lo que no permitiria eliminar la entropia. Por consémie,
no recurriremos a la relacion de Maxwell, sino que esceibos

(@S/aT)ps  (NIT)c,
(ia;s) T (@V]aT)py ~ @V]IT)p (por 7.34)

La derivada no contiene ahora ningln potencial, ni tampacentropia. Por
consiguiente, contiene solamerite P, T (y N).
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4. Llevar el volumen al numerador. La derivada resultante sera expresab
términos dea y «,.

Ejemplo. Dada(éT/cP), y.

oT B oV oV Ky 735
oP V.N_ opP IACE P.N_ x (por7.35)

5. La derivada dada originalmente se ha expresado ahotéremnos de las
cuatro cantidadec,, cp, ay 4. El calor especifico a volumen constante se elimina
por la ecuacién

¢, = ¢p — Tv ok, (7.36)
En la ecuacion 3.47 se aludio ya a esta Util relacién, que debmeerséeen la me
moria. El lector deberia ser capaz de deducirla como ejercicio, @useda una
deduccion de ella en las ecuaciones -7.63.

Este método de reduccién de derivadas puede ser aplicaosistemas mul
ticomponentes del mismo modo que a los sistemas puros, cquddbs potenciales
quimicosy; no aparezcan en la derivada. En efecto, la relacion de @bbgm,
que en los sistemas de un solo componente se usa para eliminaeetipbtyui
mico, en el caso de sistemas con varios componentestpesimplemente inter
cambiarlos. Sin embargo, el método que antecede es Util en maekos. Un
método méas general se da en la secgién

7.4 Algunas aplicaciones sencillas

En esta seccién vamos a indicar varias aplicaciones repagsas de las ma
nipulaciones descritas en la seccién 7.3.

En cada caso a considerar, plantearemos primeramenpeolema. Tipica
mente, se nos va a pedir hallar el cambio de un parametrodougaria algln
otro. Asi, en el caso mas sencillo, se nos puede pedir que encontremos el incre
mento de presion de un sistema si su temperatura aumenté@.amanteniéndose
constante su volumen.

En los ejemplos que se daran, consideraremos dos tipos de selsidiomprimer
lugar, la solucién directa que requiere el conocimiento completo de la ecuacién
fundamental; y, en segundo lugar, la solucién que puede alserse se suponen
conocidoscy, a y k4 y si los cambios de los parametros son pequerios.

Compresion adiabatica

Consideremos un sistema de componente Unico constituido por ura cie
cantidad definida de materia (caracterizada por el nimero de mblesnfinada
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por una pared adiabatica. La temperatyrka presién iniciales del sistema son
conocidas. El sistema se comprime cuasiestaticamente deotdd gue la presion
aumenta desde su valor inicil] hasta cierto valor final determinado P,. Vamos
a intentar predecir las variaciones de los diversos par@mdermodinamicos
(esto es, el volumen, la temperatura, la energia intgrebhpotencial quimico)
del sistema. ‘

La clave fundamental para shalisis del problema radica en el hecho de que
para un proceso cuasiestatico, la restriccion adiadatplica la constancia de
la entropia. Este hecho se sigue, por supuesto, de la corresp@andensiestatica
aQ = TdS.

Consideremos en patrticular la variacion de temperatéma. primer lugar,
supondremos conocida la ecuacion fundamental. Por derivacdinemos hallar
las dos ecuaciones de estade=TI(S, V, N) y P= P(S, V, N). Al ser conoci
das la temperaturg presion iniciales, podemos hallar a partir de ellas el volume
y la entropia iniciales. La eliminacion de/ entre las dos ecuaciones de estado d
la temperatura en funcién d&, P y N. Entonces, evidentemente.

T=T1(S, P, N)- T(S, P,N) (7.37)

Si no se conoce la ecuacién fundamental, pero secpany k., y Si la variacion
de presion es pequefia, tendremos

ar - <‘1T> ap (7.38)
0P Js n

Del método de la seccién 7.3, obtenemos luego

ar — % 4p (7.39)

Cp

La variacion del potencial quimico puede hallarse de moddogo. Asi, para
un cambio pequefio de presion

op
() gp 4
_ (u . ST”“) ap (7.41)
Cp

donde nuevamente se deja al lector el empleo de los métodossdecién anterior
para reducir(du/0P)s 5, cOMO en la ecuacion 7.41.
Compresion isotérmica

Consideremos ahora un sistema mantenido en condiciones derttmmas
numero de moles constantgscomprimido cuasiestaticamente desde una presic
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inicial 7; a una presion finaP .. Nos interesa la prediccion de las variaciones de los
valores deU, S, Vy p. Mediante una eliminacién apropiada de variables entre
la ecuacién fundamental las ecuaciones de estado, cualquier parametro puede
expresarse en funcion de Py N,y la variacion de dicho parametro puede entonces
calcularse directamente.

Para cambios pequefios de presién encontramos

oS
das = | = dpP 7.42
<6P>T_N (7.42
= —aVdP (7.43)
Asimismo
U
dU ~ (ﬁ) P (7.44)
= (=TaV *+ PVk,)dP (7.45)

y analogamente para los demas parametros.

Podemos preguntarnos acerca de la cantidad total de gaéotiene que ser
extraida del sistema por la fuente de calor con objeto de mantener el sistema a
temperatura constante durante la compresion isat@rrSupongamos, en primer
lugar, que se conoce la ecuacién fundamental. Entonces

AQ = U[P,u] — U[P, 1] (7.46)

donde resulta mas conveniente expresar la transttande Legendré/[P, u] en
funcion de7, Py N. Se deja para el lector la demostraciéon de &, u] es un
«potencial de calor a temperatura nimero de moles constantes)), justificando de
este modo la solucion precedente.

Para un proceso infinitesimal tenemos, segin la ecuacién 7.43,

dQ = — TaV dP (7.47)

Si el cambio de presién no es pequefisi se conoceray V en funcion deT
y P, integramos la ecuacion 7.47 a temperatura constante:

AQ = — TJ " avap (7.48)

Py

Esta solucion tiene que ser equivalente a la dada en kciécu7.46.

Expansion libre

El tercer proceso que vamos a considerar es una expansion lésin8nan
repentinamente las ligaduras que mantienen al sistem@adde un volumenV,,
dejando que éste se expanda hasta un volukjei el sistema es un gék cual,
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por supuesto, no siempre ocurre), la expansién puedézaes confinando el
gas en una seccion de un recipierifgdo, en cuya otra seccién se ha hecho el vacio
Si se rompe repentinamente la separacion entre ambas secciones,eetxxpanle
espontaneamente hasta ocupar el volumen total delieatgp EI problema que
nos hemos propuesto consiste en predecir el cambio de tetnpenade varios
otros parametros del sistema.

El elemento esencial del analisis, en este caso, es el hechje la energia
total del sistema permanece constante durante la expahbré. Ningln agente
externo transfiere al sistema calor ni trabajo.

Si se expresa la temperatura en funcioneVy N, tenemos

T.- T, = T(U. V,, N) = T(U, V., N) (7.49)

Si la variacion de volumen es pequefia, podemos escribir

oT
dT = | — d 7.50
P Ta
=|— dv 51
(ch - Nci,KT> (7.51)

El proceso aqui considerado, al contrario que los dos dostgpreviamente,
es esencialmente irreversible y no es en modo algunsiestatico.

Problemas—Secciéon7.4

7.4-1. Se define el médulo volumétrico adiabatico por

op oP
L= =0 = -V
s ' <6“>s <‘3 V)S.N

4
id
ﬁs =
C Ky

Demuéstrese que

7.4-2. Dos moles de un gas imperfecto ocupan un volumenl di¢ro y estana una
temperatura de 108 y a una presion de 0,2tm. Se deja expandir el gas libremente a un
volumen adicional, en el que previamente se ha hecho el vdeid0 cri. Encuéntrese la
variacion de entalpia.

En las condiciones iniciales

¢p = 0.8J/mol K
kp = 0,3atm™!
x = 0.002K !
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7.43. Se lleva a cabo una disminucién delpor 100 en el volumen de usistema a
numero de moles constangeen condicionesdiabaticas. Hallese la variacion del potencial
electroquimico. Supéngase gy 2y «, son conocidos.

7.4-4. Dos moles deD, se hallan inicialmente a una presién datmy a una tempe
ratura de OC. Se realiza una compresién adiabatica hasta una temparinal de 300'C.
Hallese la presion final por integraciéon de la ecuacién 7.3968gpse que €D, es un gas
ideal con el calor especifico dado en la talida2, y recuérdese el problema 712

e Prdp
Sugerencia: Demuéstrese que j TP aT = Rj R

To Po

7.45. Exprésese la derivad¢T/2V), en funcién dec,, x y x,. Demuéstrese que esta
derivada se anula para un gas ideal general.

7.4-6. Una bola de cierre de I)de masa se suelta en un tubo de vidrio vertical de sec
cion transversa2 cn?. en el cual ajusta. El fondo del tubo esta conectado a umpieste.
de volumen igual & litros, que estéa lleno de oxigeno a una temperatur®de. 3l extremo
superior del tubo esta abierto a la atmdsfera. que se halla askmaniemperaturg a una
presion del atm. ;Cual es el periodo de oscilacién de la bola? Supongase que lasreomp
sionesy expansiones del oxigeno son lo bastante lentas comeosga practicamenteuasi-
estaticasy suficientemente rapidas como para ser adiabaticas. Supérigmbién que €D,
es un gas ideal con el calor especifico dado en la t&ba

7.5 Método de los jacobianos

Un método de manipulacién de las derivadas termodiresnalternativo al
procedimiento descrito en la seccidr,y mas general quél, se basa en las pro
piedades matematicas de los jacobianos. Enunciaremos breveaeptepiedades
mas importantes de los jacobianoemitimos al lector a cualquier texto de célculo
diferencial para las demostraciongspara una exposicion mas completa.

Siendou, o, ..., w funciones dex, y, ..., z, se define el jacobiano como
ox dy 0z
ou, v, ..., w) v v ov
LW g2 2 2 7.52
ox, ¥, ....2) ox 0Oy 0z (7.32)
w o ow o dw
dx 3y 0z

La propiedad que lo hace particularmente Gtil en apiices termodinamicas
es la relacion

Ou u, y, ..., 2)
ax Bl VN 7.73
<6x>y....,z a(X, Voo Z) ( )
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Por medio de esta relacion, cualquier derivada terndodica de interés pucdc
expresarse en términos de jacobianos, pudiéndose est@provechar los resul
tados del andlisis de jacobianos.

Una propiedad evidente que se sigue directamente de la definicion ghedos
bianos en términos de determinantes es

Ou, v, ..., w)y O, u, ...,w

= - (7.54)
o(x, y,....z ox, y, ..., 2)
Ademas, en analogia directa con las derivadas orndmar
o, v, ., W) N, v, .. W) O(r, S, ..., 1)
AR s . N 2 7.55
Xy Yy oiny 2) or, s, ..., 0 &x,p...,2) (7.55)
y
u, v, ..., w) _ alx, y, ..., 2) (7.56)
o, Y, .., 2) u, v, ..., w)

Estas sencillas relaciones son suficientes para la mayoria de las apksatéen
modinamicas tipicas.

Para emplear el método de los jacobianos con objeto desapuna derivada
dada en funcién dc,. ay k, hacemos notar que en cada una de las tres cantidac

Cs 1oV —-1{¢V
CP = T(ﬁ)P, o = I7<ﬁ>l,, KT = 7(6—1))T (7.57)

los parametros independientes s6n P (y los nimeros damnoles). El problema
de reducir una derivada dadac;,, « y x, es equivalente a proceder a la transformacion
a T. Py N; como parametros independientdicho de otro modo, la introduccion
dec,, a y kK €s equivalente a una transformacion a la representaci@idivide
Gibbs.

Para ilustrar el uso de los jacobianos, consideraremaarilzadia que se presenté
en nuestra discusién de la compresion adiabatica (equacd®). SuprimienddN
en nuestra notacion. dado que permanece constante a tdai@todel proceso,
introduciremosPy T como variables independientes en lugarRig S :

(7.58)

oP)s  &P.S) &P, T) &P.T)

oS oS
B Dulad = 7.
(7)./(), o)
y por la relacion de Maxwell

oT 4 as Tva
oly _[YY i I S 7.60
(6P>S <6T),,/<6T)P Cp (7.60)

lo cual coincide con la ecuacién 7.39.

(0T> _AT.S) _ AT, S) [&P, S)

Il
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abilida istem inami

Para dar otra ilustracién del método, consideremos la @édlucle la ecuacidn Estabilidad d |OS sistemas termOdmamICOS

3.47, expresandq en términos de:,, ay x,. Tenemos

- Os\ _ o d(s,0) o 0s, 1) | (T, v)

v T(6T>t B Ta(Tq U) - T@(T’ P)/@(T, P) (761)

__ I 450 62
i, 4T, P)

Desarrollando el jacobiano como determinante,

_TIifos
v R (\OT/p

o
I

v\ (ds\ [dv (1.63) 8.1 Estabilidad intrinseca de los sistemas den solo componente
op), —\er),\eT/,
El principio extremal basico de la termodinamica implica dbie= O y que

- 2
¢, = — l{_ S—”vxT + [(:i):l } (7.64) d?S < 0. La primera condicion, que establece quearopia tiene un valor ex
) Ukp T T/p tremo, se ha desarrollado plenamente en los capitulos@eterLa segunda cen
= ¢p — Toa?[k, (7.65) dicién, que afirma que lantropia tiene un valor méaximo, queda por investigar.

La condicién de que lantropia sea maxima es el requisito @stabilidadde los
estados de equilibrio antedichos. Las consideracionesstibibdad conducen a
algunas de las predicciones mas interesantgignificativas de la termodinamica.
En este capitulo vamosiavestigar las condiciones en las cuales un sistema per
manece estable, siguiendo la formulacién dada por Lalesd950.En el capitul®
consideraremos las consecuencias de la inestabilidadieeir, las transiciones
de fasey los «puntoscriticos».

El problema de la estabilidad se presenta a dos niveles distiEtaste el pre
blema de la estabilidachutuade dos sistemas simples que se refiere a la estabilidac
de una distribucion predicha de energia, volumen oaerdmde moles entre dos
sistemas simples separados por una pared apropiada. Pero también existe cl
blema de estabilidadhtrinseca,que se presenta incluso en el caso de un sistem
simple aisladoy puro. Es precisamente esta cuestién de estabilidathsetra la
gue vamos a considerar en primer lugar.

Es evidente que el concepto de sistema simple aislguaro es un tanto arbi
trario, puesto que podemos subdividir mentalmente el sisterdasea mas partes,

y, por este procedimiento puramente mental, nuestro sisteraa@ntente simple
se transforma en un sistema compuesto. Por este artificio, el proldermesta
bilidad intrinseca se reduce formalmente a un problema de estabildutua.
Aplicaremos la condicién de que el equilibrio entre los ddsssstemas imaginarios
sea mutuamente establg,de este modo podremos deducir ciertas condiciones
matematicas que tiene que satisfacer la ecuacion fundamental de cualiguie
tema simple homogéneo dado.

Para el caso especial de los sistemas simples de un solo componente, 4a co
deracion de la estabilidad intrinseca es particularmenatesparentey susresul-
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tados son especialmente claros. Por esta razén, desarrollaremgeimer lugar
el analisis de este caso especial.

Consideremos un sistema simple de un solo componemiegergial’, en
tropia S',volumen V' y numero de moledN'. Podemos definir una superficie-es
férica imaginaria en el centro del sistema dado de tal manera qoaatquier
momento estén contenidos en eNamoles de material. Lo®l moles confinados
en el interior de esta esfera hipotética constituyen por tantsubsistema del
sistema dadoy el material exterior a la esfera constituye un segundoisebsa,
al que llamaremosubsistema complementarioa «pared» que separa el subsistema
y el subsistema complementario es diatérmica y no rigida, pero restrictivaes
pecto al nimero de moles por definicion. Por facilidad, supondremesehsub
sistema es muy pequefio en relacidon con el sistema total, y por consiguiente tam
bién en relacién con el subsistema complementario:

N <N 8.1)

Emplearemos la representacién energética, y esamibis la ecuacion funda
mental en términos de cantidades molares:

U = Nu(s,v) + N3, ) (8.2)

dondeu, s y v son los parametros molares del subsistema®y 7 los del subsistema
complementario. El numero de moles del subsistenté sl del subsistema com
plementario edN = N' — N. La condicién de cierre para el volumen es

No+ No =V (8.3)
y para las variaciones virtuales de volumen de los subsistemas
Ndv + Nds = (8.4)
Para aplicar el principio de energia minimaedaropia total tiene que mantenerse
constante
Nst Ni =S (8.5)
Nds+ Nds =0 (8.6)
En virtud de la ecuaci6B.1,podemos ver que

|do| < |dv] (8.7)

|ds| < |ds| (8.8)
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La pequefiez d¢di| y |43 en comparacion coldv| y |ds| nos permite despreciar
las potencias superiores dé y d5 en el andlisis. Esta simplificacion es la Unice
razdén de nuestra suposicion de que el subsistema es pequefia suposicién
sin efecto esencial alguno en los resultados finales.

Procederemos ahora a nuestras consideraciones premigdha transferencia
virtual deentropia y volumen a través de la superficie hipotética conduce a un camt
de la energia total, dado por un desarrollo de Taylor.abeerdo con lascua-
ciones 8.7 y 8.8, este desarrollo implica una serie infinita de términos relativos
subsistema, mientras que pueden despreciarse todosho®dé relativos abub-
sistema complementario, excepto los de primer orden:

AU = N[du + du + @u + -- -1+ Ndu (8.9)
donde
Y Ou
du = Ly = -
u as ds + 2 dv=Tds — Pdv (8.10)
d*u = Hu (ds)* + 2uy, dsdv + u,(dv)*] (8.11)
3y = L| P 40s Fu a2 .
du =3 [653 ()" + 3G g (@) v +
7 7 ~ ~
di =% gs Py~ Tas — Pav (8.12)
0§ v
y donde, a su vez,
2
u = 'u _ T (8.13)
¥ Os s
*u éP 0T
oy = 9w __cp_oT 8.14
usv ur's 55 L:]U aS al) ( )
0u oP
- Ju_ _cp 8.15
uvu /L'l 80 ( )

La aplicacion de nuestro formalismo usual al sistema compuesjaiere,
en primer lugar, la anulacién de los términos de primer omdetu + Ndii. Esto
lleva a la igualdad de las temperaturas y presiones del subsistalel medio que
lo rodea, y confirma simplemente nuestra suposicdginal de que el sistema
total es homogéneo.

El requerimiento de estabilidad es que los términos deirs#my orden sean
positivos para cualquier proceso virtual imaginabletoEss,

d*u = J[u(ds)* + 2ug, ds dv + u,(dv)*] > 0 (8.16)

para todos los pares posibles de valoredsyadv,excepto el par triviatls = dv = 0.
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La cantidad comprendida entre los corchetes esformaa cuadratica homogénea
de las dos variablegs y di.. La condicidn de que la misma sea positiva para todos
los pares de valores d& y dr (excepto el par trivialls = dv = O se conoce ma
teméaticamente como ((condicion de que la forma cuadr&@e@efinida positiva)).
Supongamos ahora que tenemos una expresion cuadraticdambaespecial
de una suma de cuadrados, sin término cruzado, tal c4éjot B¢2 La condk
cién para que esta expresion sea definida positiva es deitente que ambas
constanted\ y B sean positivag no nulas. Por consiguiente, para analizar el caracter
definido positivo de la ecuacién 8.16, intentaremogesarla en términos de nuevas
variables, tales que aquélla sea expresable como una sum#adedos de éstas.
Las nuevas variables seran funciones lineales de las variablasoaggeds y dv,
y encontraremos que tienen un significafidco inmediato. Los coeficientes de
los nuevos términos seran funciones de las constapie,, y »,,. y demostraremos
también que tienen un significado fisico claro.
Con objeto de eliminar el término cruzado en la ecuacién,8ritéoduciremos,
como nueva variable en lugar de la diferencial de la temperatura

dT = u_ds t u,.dv (8.17)
de donde

1[1 AW
P = 7'7—(dT)2 - (u _ _> (di)] (8.18)
2|, u,

s
Aunque hemos conseguido asi redutiu a una suma de cuadrados, aplaza
remos por el momento la consideracion de la estabilidad paestigar la inter

pretacion fisica del coeficiente ddi.)’. Examinando la ecuacién 8.18. se ve-cla
ramente que el coeficiente puede escribirse como

u? c2u
T Y e 8.19
(u” uss > <6UZ>T ( )

Una manera mas natural de escribirlo es en funcién denp@l de Helmholtz
molar:
FIN=f=u-Ts (8.20)

para el cual las variables naturales Sog v. A T constante, el términd’s es un
término linealy puederestarse de u en la ecuacion 8.19 sin afectar a la derivada
segunda. Esto es,

ul, 0tu o — Ts) Y
(oo i) - ), - (™), - & .
Ademas, com(df/év), = —P,tenemos
ul o*f OP 1
(i) -3 (F), ¢22
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El lector puede comprobar la ecuacion 8.22 por los métodostasrate la sec
cién 7.3.
La forma cuadratica 8.18 se convierte en

d*u = %[ui(df)z + f,.v(du)z} (8.23)

Los criterios de caréacter definido positivo, y por consiguienteestabilidad,
son

U = (%T> = Tje, >0 ' (8.24)
os ),
—u? 0P 1
Bl = Mo _ <Q ) - Lo (8.25)
uss ov T UKT

Los dos criterios (8.24) y (8.25) implican también que

oP
Upy = — <5> >0 (8.26)

El criterio de estabilidad (8.24) puede interpretarse facileebividiendo por
la temperatura, la cual es intrinsecamente positiva,

10T NOT dr
7o~ Tos Vag (8.27)

lo que indica claramente que el aporte de calor a un sisestable tiene quedin

crementar su temperatura.

El significado fisico del segundo criterio de estabilidad se expresa en la ec
cion 8.25: una expansion isotérmica de un sistema estalsle tjue reducir su
presion.

El contenidofisico de los dos criterios de estabilidad se conoce cpnmipio
de Le Chatelier. De acuerdo con este principio, el criterio de estahilida que los
procesos esponténeos inducidos por una desviacion del equilibrio se efectla
la direccién que tiende a restablecer el equilibrio dgéma. Como ejemplo, cen
sideremos dos porciones de un sistema, que tienen temper&tlrgd®. Si 7
es mayor queZ?), el sistema ha sufrido una desviacién con respecto al estado
equilibrio. El proceso espontaneo que tiene lugar entonces figade calor desde
la temperatura mas altd'*' a la mas bajeT*?. El principio de LeChatelier re-
quiere que este proceso tienda a igualar las tempasateduciendd ' yaumen
tandoT‘?. Esto es, se requiere que la cesion de calor tienda a reducir la tempere
y que la recepcion del mismo tienda a aumentarla. Este es precisamentatel €
ciado formal del primer criterio de estabilidad (ecuacion 8.24).




Problemas 133

El segundo criterio de estabilidad puede representag@gamente en funcion
del principio de LeChatelier. Consideremos dos porciones pequefias de un sistema
grande. Estos subsistemesan separados por una pared imaginaria diatérmica
moévil. Cada subsistema esta en contacto diatérmicolaogran parte restante
del sistema, que actla como fuente de calor para mantenstante la temperatura.
Si las presiones de los dos subsistemas son diferentesrédal ge desplaza desde
la regién de presién alta a la region de baja presion. La é@ua:25 garantiza
entonces que este proceso tenderd a igualar las pessio

En cualquier sistema simple de un solo componente, uneigrarbitraria
mente elegida, se encontrard en equilibrio estable con & okd sistema Unica
mente si la ecuacién fundamental se ajusta a las desigeasldexigidas por los
criterios de estabilidad (8.24)(8.25). Si la ecuaciéon fundamental fuese tal que no
se satisficieran las desigualdades, el sistema no podria mantener daydraedad.
De este modo llegamos a la conclusion de lguewuacién fundamental de cualquier
sistema simple homogéneo ha de ser forzosamente cohemmtias desigualdades
(8.24) y (8.25).

Se observa frecuentemente que un sistema simple satisfao#déo®ms de esta
bilidad, pero que a medida que las ligaduras externasosifican en una direccién
particular, las desigualdades se aproximan cada vez mgsaddades. Sextra-
polasemos el comportamiento del sistema de una manerancantpodriamos
esperar entonces que, para ciertos valores pantésulde los parametros exten
sivos, el sistema entrara en conflicto con los criterios debéditad. En tales casos,
se observa que el sistema deja efectivamente de ser lBomeog se separa brusea
mente en dos 0 mas fases. Los fendmenos de fusion de ido gdle licuefaccion
parcial de un gas estan intimamente ligados con la violacion slerlterios de
estabilidad. Erel capitulo9 presentaremos un tratamiento detalladexplicito
de la teoria de las transiciones de fase.

Problemas—Seccion8.1

8.1-1. Demuéstrese que la ecuacion fundamental de un gas ideabdabdmico satisface
los criterios de estabilidad intrinseca.

8.1-2. Demuéstrese que la ecuacion de estado de vaiels no satisface los criterios
de estabilidad intrinseca para todos los valores de loanpatros. Represéntense grafica
mente las curvas dB en funcion del” para T constante (las isotermas del gas) e indiquese
la region de inestabilidad.

8.1-3. Demuéstrese que si el subsistema imaginario de la secciése@dma como un
subsistema de volumen constant@o de nGmero de moles constante, se obtiene una serie
de criterios de estabilidad intrinseca completamentévadente a las ecuaciones 8.248.25.

Sugerencia:La relacion de Gibb®uhemsdT — v dP * du = 0 puede dividirse pods

~

. cp - ,
e interpretarse paraconstante, dandsu,, + vu, + - = 0. Esta ecuacidry las dosana-

logas obtenidas dividiendo podc y por dN relacionan las cantidades que aparecen en la
nueva forma de los criterios de estabilidad con las quagexen en las ecuaciones 8y23125.

8.1-4. Sise intercambian en el analisis los papelesi/dg dv (en particular, en lascua-
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ciones 8.17-8.18), los criterios de estabilidad a que se llega resultan ser, gaalente a la

ecuacion 8.24,
u, = — (i—P> > 0
ct ),

y, analogamente a la ecuacion 8.25.
()
S Jp

Demuéstrese que estos criterios son completamenteadentes a los deducidos en el texto.

8.2 Estabilidad mutua de los sistemas de un solo componente

Las desigualdades (8.24#)8.25) representan los criterios para que un sister
simple de un solo componente sea estable consigo mismo. Si seeggugitdos
de tales sistemas intrinsecamente estables interaci(través de una pared na
restrictiva, el estado de equilibrio mutuo viene determinado el principio de
energia minimay nos enfrentamos con el problema de analizar la estabilidad
este estado de equilibrio mutuo. Demostraremos ahoraloggstado de equilibrio
predicho por la condicioaU = 0 sera siempre estable, con tal que cada uno de |
subsistemas sea intrinsecamente estable en si mismml#épra de la estabilidad
intrinseca predomina, pues, sobre el problema de la &d@bimutua.

Consideremos dos subsistemas simples de un solo componeritemaa parte
de un sistema compuesto dagaesignemos los dos subsistemas posigerindi-
ces 1y 2. Se supone que la pared interna es diatérmina restrictiva con respecto
al volumen. La variacién de energia en un proceso alirés

AU = NOYdu'V + du™® + - ) + ND>du® + d*u® + )  (8.28)

y las cantidadegu‘V, du'®, d*u'V, d*u‘?, ... vienen dadas por expresiones ana
logas a las ecuaciones 89.1. Los términos de primer ordeN ) dutt) + N2 g2
determinan el estado de equilibripjos términos de segundo ordN ") g2y +

+ N® 422 determinan la estabilidad. Con la condicién de cierre

N g 1 N2 g2 = 0 (8.29)
y la restriccién dentropia constante
ND g5 4 N g5 = 0 (8.30)

los términos de segundo orden toman la forma

2 WO T N

uh @) Wl @
+ 2<Nj';) bl dtdt v (e S @) (8.31)

(12 1) (2)
PU = NO @) 4 N gy - N [(” ¢ i )(ds‘”)z +
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Esta expresion es una forma cuadratica homogénea emrablesds”’ y dvV),
y la condicion de estabilidad mutua es que esta forma ctiedréea definida posi
tiva. Por analogia con las ecuaciones 82825, los criterios de estabilidad son

) (2)
U,, + 'uss - >0
v (8.32)
Y AW Oy
(N‘” + N<2>) <W tam) T va ) >0 (8.33)

Los criterios de estabilidad intrinseca de los dos sulmsatemplican

(1) 2)
u u
o> 0 >0 (8.34)
(1) ,,(1) (1)\ 2 2 2 2)\ 2
uss uvv uSl? O uis) ul(}ll) uﬁb) 0
Do - > 0, s — > > (8.35)
NI N N N2 N(@) N@)

Podemos ver facilmente que las ecuaciones $8.885 implican a su vez las ecua
ciones 8.32y 8.33. La ecuacion 8.34 implica evidentemente la ecuacion 8.32, po
lo que Unicamente queda por demostrar la 8.33. La identidad

A
(A, + 4)C, +C) - (B, T B) = (1 + A:‘)(AZC, _ BY) +
2

+ (l + :{%)(AICl - Bf) + (4,8, — AZBl)Z/AlA2 (8.36)
puede demostrarse facilmente por céalculos algebraizestos. Si identificamo#\
conu,/N, Bconu, /Ny C conu,/N, el primer miembro de la identidad se con
vierte en la expresion de la ecuacién 8.33, mientras que ehdegmiembro es
evidentemente positivo de acuerdo con las ecuaci®/3dsy 8.35. De este modo
gueda demostrada la desigualdad de la ecuacién 8.33.

Ha quedado demostrado ahora daestabilidad del estado de equilibrio mutuo
de dos sistemas simples de un solo componente esta gadaniioa la estabilidad
intrinseca de los sistemas individual@ados los aspectos importantes del problema
de la estabilidad termodinamica estan incluidos, qumsiguiente, en los criterios
de estabilidad intrinseca.

8.3 El principio de Le Chatelier-Braun
Aungue la interpretacidn de los criterios de estabilidaduaion del principio

de LeChitelier resulta ser practicamente evidente por si misma, es tambgibl@
una interpretacion mas sutil. Este significado mas profundo se conoce mimo
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cipio de Le Chdtelier-Braun. Consideremos un sistema que se saca del equilibrio
por alguna perturbacion impuesta. La perturbacion éeddirectamente un pro
ceso que, de acuerdo con el principio destelier, tiende a reducir dicha per
turbacién, a la vez que simultaneamente, pero de modo indireetprosocan
otros procesos internos diversos. El contenido del principid.€lChatelier-Braun

es que estos procesos inducidos indirectamente tietaaebién a reducir la per
turbacion aplicada.

Cilindro
/~ rigido W Piston n.° 2 Piston n.° 1

AL AL IS

=

P2

2 g R T 22 72, O 2 2 e 7o)

Fig. 8.1 llustraciondel principio de Le Chatelier-Braun.

Un ejemplo sencillo esclarece el significado de este principio. Consideremo
un cilindro con un extremo cerradoprovisto de dos pistones méviles, como se
muestra en la figure8.1. Los dos subsistemas confinados tienen presiP?s
y Py la fuente de presion externa tiene la presion const®flt En el equilibrio
todas las presiones son igualgsesta condicion determina las posiciones de los
dospistanes. Perturbemos ahora el sistema desplazando el pistéhhacia fuera,
reduciendo asP'). La diferencia de presion inducicP” - PV tiende a mover
el pisténn.® 1 hacia dentro, aumentand®!’ de acuerdo con el principio de Le
Chatelier. Pero, simultdneamente, el pistarr 2 tiende a moverse hacia fuera,
impulsado por la diferencia de presigh® — P, Al aumentar asiP‘V, este
proceso secundario tiende también a reducir la diferencia de presidmarigr
pr _ py

Un segundo ejemplo esta representado por un cilindroucosolo pistondia-
térmico movil. Si el pistébn se mueve hacia fuera, reduciendo la presi@nna,
la temperatura interna resulta también alterada. No séldesplazara el pistén
hacia dentro, sino que fluira calor a través del piston disitgs. Ambos procesos
tienden a aumentar la presion interna.

Para demostrar formalmente el principio de(ltgitelier-Braun, consideraremos
dos parametros extensivos, que designaremosipoy X,. Sea

cU
P, = 9 8.3
! 0X, 8.37)
ou
20X, 8.38)

expresiones en las cuales la energia se refiere al sistema compuesto global cot
derado. SiX, es el volumen del sistema en el ejemplo preced tes la diferencia
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de presion entre el sistenyala fuente. SiX, es laentropia del sistema?, es la
diferencia de temperatura.

En el equilibrio, tantc#, como #, son cero,y la desviaciéon con respecto al
equilibrio viene medida por los valores de estas cantidades.

Supongamos que se altekq, en tanto queX, esta ligada. El valor d#, se

hace diferente de cer@ceptemos, en concreto, que se hace positivo. La variacior

espontanea d&, que resulta es tal que tiende a redltirEsto esdU (=2, dX,)
tiene que ser negativo, por lo qu& también lo es. El principio de LEhatelier
exige que esta variacién negativa Xigtienda a reducir el valor d@,, y tenemos

el criterio de estabilidad

A

(‘f1> >0 (8.39)
X, /)y,

Supongamos ahora que se altéfg mientras queX, se mantiene en su valor
original. Entonces se eliminan las ligaduras impuestas sobbas.X, y X,, y se

deja que cada una de ellas evolucione espontaneamente. Veamos en qué direc

cambiardX, y el efecto que ello tendra sobe@,. La alteracion original d&, no

s6lo hacia el valor d¥ , diferente de cero, sino que también hacia diferente de

ceroY,. De hecho, el valor de?, era

2, - (222} » (8.40)
2 a@ X 1

Con objeto de reducir la energi&, cambia espontaneamentegl signo dedx,
es opuesto al signo d¥,:

signo dedx, = —signo de<cgz> 2, = signode — 8.41)
X2

1
La variacion espontanea d& produce un cambio eZ,, el cual representaremos
por d,%;:

02,
= 8.42
d2‘0]1 <aX2>X1 dXZ ( )
De las ecuaciones 8.418.42 se sigue que
. . P o2
signo ded,#, = —signo de(&Xl),“ (%)X (8.43)

. 2\ (02, o2,
_Slgno de |:<6X2> Xy <8X1 >X2 /(ﬁ;)xz:l (844)

y, por la ecuacion de Maxwell apropiada,

. . 0P \?
signo ded,#?, = signo deRa ‘) 2 (8.45)

' X,

138 Estabilidad de los sistemas termodinamicos
de donde, conforme al criterio de estabilid&d39),
d,?, <0 (8.46)

Hemos demostradasi que el cambio espontdneo dg es tal que disminuye la
perturbacion primarie?,.

El lector seguramentkabri advertido que el principio de L€hatelier-Braun
se halla maserca de hacer consideraciones sobre la dindAmica de los procesos
gue sobre la estatica. En un examen profundo, se apreciel guecipio es pura
mente estatico, pero al menos da la impresidn de tener relacién con consitesac
dinamicas.De hecho, proporciona un punto de partida natural para la teoria de
la termodinamica irreversible. El principio de Chatelier-Braun, expresado en la
representacion entrépica en lugar de la representacién energéiidacuadamente
ampliado por un postulado dindmico adicional, es funefatal en la teoria de los
procesos irreversibles.

Problemas Seccién8.3
8.3-1. Demuéstrese que loa criterios de estabilidad implican (1/x)(¢7/éP)s y > 0

y razdnese la conexion de esta desigualdad con el segundo ejemplo especifipoimipio
de LeChitelier-Braun dado en la seccion 8.3.

8.4 Estabilidad intrinseca de los sistemas generales
Los resultados que obtendremos en esta seccién son generalizaciones direct
de los resultados obtenidos para sistemas de un solo componente. Renosdar
gue para un sistema de un solo componente, con ecuaciéon fundamental
u = u(s, v) (8.47)

los criterios de estabilidad son (ecuaciofes} y 8.25):

u, >0 (8.48)
y
u[T:]Uv E~f;)lf > 0 (849)
Para un sistema general tenemos
U= US. X,. X,, ..., X) (8.50)
y definiendo
u=UX, xo = SIX, Yy x; = X/X, (8.51)

la ecuacion fundamentakconvierte en

U=uXg, X, ..., X,_q) (8.52)
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Como cantidad X, puedeelegirse un nimero de moles particular. el ndmero de
moles totaIZNj, el volumen o cualquier otra magnitud conveniente. En nuestro

caso especial de un sistema de un solo compon&ntse eligi6 como nuimero de
moles. Veremos que los criterios de estabilidad son

gy > 0 (8.53)

u[P],, > 0 (8.54)

WPy P],, > 0 (8.55)
u[Py, P, P}, > 0 (8.56)

Consideremos de nuevo un sistema con ecuacion fundamental
U=us, X, x, ..., X) (8.57)

Puede considerarse que las variabteson el volumen vy los diversos nimeros

de moles, pero el andlisis es mas general. Para sistemas complejos, las variable:

X; incluyen parametros extensivos eléctricos, magnéticos y de otros tipos.
Consideremos un pequefio subsistema con un valor constarig denstitu

yendo el resto del sistema el subsistema complementario. Con laémotie la

ecuacion 8.51, la ecuacion fundamental se convierte en

U' = Xu(xg, Xy, Xpe 0y X,_y) + KX, £, %y oo, Bi2)) (8.58)

donde las cantidades que no llevan signo prima se refieren al suimsjstéa tilde
designa el subsistema complementario.

Repitiendo los argumentos de la seccion 8.1, la estabilidad depergleeda
expresion siguiente sea definida positiva

-1
du = % Y wy, dx; dx;, (8.59)
o

El procedimiento a seguir consiste en hacer una transformacioén lineal no singular
de variables tal que la forma cuadratica sea una suma de cuadrddesdevas
variables. Aunque la transformacién no es Unica, un teorema de algebra, denomi
nadoley de inercia de Sylvestagarantiza que el nUmero de coeficientes positivos,
negativos y nulos es invariante cualquiera que sea la eleccion @mdrmacion.
La condicién de estabilidad es que todos los coeficientes sean positivos, y esta
condicién es, por consiguiente, invariante a la eleccion deatssformacion.

Para transformar la forma cuadratica de la ecuacién 8.59 a la ftiaganal
completaremos el'cuadrado. Se ordenan los términos de atgdio particular,
y se eliminan de uno en uno los términos cruzados de la ecuacién 8.59. Per consi
guiente, es la disposicién de los términos de la ecuacion 8.59 lo que determina la
transformacién final. Nuestras observaciones acerca de la invariancia a la trans
formacién pueden confirmarse observando que los icriteie estabilidad somde-
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pendientes de la ordenacion de los términos de la ecu8cdi® aunque el proee
dimiento detallado depende de dicha disposicion.

Para exhibir todos los términos que contienean, reformularemos la ecuacion
8.59 como

t—1 t—1
d*u = ;[uoo(dxo)2 +2Y Uy fxodx, + Y uy dx; dxkjl (8.60)
1 1
Para eliminar los términos cruzados que contiethen introduciremos la nueva
variable
t—1
dPy = uy, dx, T 3 u,, dx, (8.61)
1
El cuadrado de€pP, es
t—1

t—1
(dP 0)* = ugo*(dxo)? + 2ugy Y, Ugy dxo dX, + 3. Ughey dX;dx, (8.62)
1 1

con lo que la ecuacion 8.60 puede reformularse como

2 11 : & Uo o
du =)= (dP)" + 3 <“fk ) i (8.63)
1

Ugo Upo

Al desarrollar esta etapa, hemos supuesto uees distinto de cero. Antes de
continuar, vamos a examinar el significado fisico de los coeficientes de los términ
del sumatorio de la ecuacion 8.63.

Examinando la ecuacion 8.63, se ve claramente que

Uo o < *u >
uy — - (8.64)
( * uOO > a'xj axk Po.xy,x2, ...

donde las derivadas parciales se tomak), @onstantey valores constantes de las
restantex,. Una forma mas natural de escribir esta ecuacion consistdservar
que paraP, constante el termin®,x, es solo lineal ernx,, con lo que

ujk _ Ug:lUoy _ az(l: B POXO) _ Ezll’jo' (865)
Ugo 0x; 0%, Pouxy.... O0X; 0%

La funcion¥®) es la transformada de Legendre wleon respecto P, y las
derivadas parciales de la ecuacion 8.65 son las derivadas namggi€s La ecua
cion 8.65 puede escribirse ahora como

t—1
u = %[T(l)o (P + S W) dx, dxk] (8.66)
1
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Se repite ahora todo el procedimiento, desempefiandariablc dx, el papel
gue antes correspondiadx,. Para eliminar los términos cruzados que contienen
dx,, introduciremos la nueva variable
0) 0 "
dpP\® Z Q) dx, (8.67)

Suponiendo qué'? = u{’) es diferente de cero, se obtiene

171 , | o o Wi
fu= [ Lary s arer s T (v - AR VIR Jas s @ o
1

2\ ugo 11

El significado fisico de la cantidaddP{®’ resulta evidente escribiendo

a‘l}(o)
P, = (8.69)
1
dedondc
oy (© 8.70
dPlzapde+ZI// dx, (8.70)

La comparacién con la ecuacion 8.67 demuestradffe’ es la variacion total de
dP, paraP, constante.

El significado fisico de los coeficientes de los términos del sumatorio de la ecua

cién 8.68 cs también muy claro. Notemos en primer lugar dfiye= dP\"’ = 0
implica quedP, = dP, = 0. Entonces, cxactamente del mismo modo que en las
ecuaciones 8.64 8.65, podemos observar que

(0),/,(0) 2 2
( AT AT v >_ ( 0u ) (8 (u — P1x1)>
kT 0) Ay A
¢ ('xi CXy Py.P1.x2.... x axk Po.Py.x2,

bi (8.71)
o bien
YOWQ) )
(v - P08 ) - g (8.72)
donde
YW =y — Px, — Px; =u[P, P] (8.73)
La forma cuadratica se ha reducido ahora a la forma
1] 1
d*u = 5[;(70 (dP,)* + w](dP(O )+ Z ¥ dx; dxk:I (8.74)
La rcitcracion del proceso da, finalmente,
1 t—1 1 i
dPu=3Y (@Py="y? (8.75)

25 Y
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donde

k
y® =u -y Px; = ufP, P, ..., P] (8.76)
[¢]

y dondedP¥ es la diferencial total d&, para valores constantes ég, P,, ..., P,.
Los criterios de estabilidad resultan ser que todos los coeficientegdadeion
8.76 sean positivos, 0 sea

Y = (%?) >0 paratodg (8.77)
J/Po Py, P X X, X
Los resultados de las ecuaciones &.845 obtenidos previamente para sistemas
de un solo componente son casos especiales evidentes de la ecuacién 8.77.
Existen relaciones bien conocidas entre las formas cuadrgttagas matrices,
y el andlisis de las formas cuadraticas puede rehacerse en términos del algebr:
matrices. Aunque no se obtiene ningln nuevo resultado esencial medianastal re
tructuracion del analisis. la formulacion mediante matrigesenta cierto interés
y se desarrolla en el apéndi€e El lector pucde incluir u omitir el estudio de dicho
apéndice sin pérdida de continuidad de la obra.




9

Transiciones de fase de primely
segundo orden

9.1 Transiciones de fase de primer orden en sistemas de un solo compote

Los criterios de estabilidad tienen que ser satisfechos poruac#m funda
mental de todo sistema que deba permanecer homogéestahje. Sho se satis
facen los criterios de estabilidad, el sistema se separdos 0 mas partes. Esta
separacién recibe el nombre ttansicion de fase.

Los ejemplos de transiciones de fase son muy comunespfetadn de 1 atm
y a la temperatura d@°C, el agua se hace inestable y se separa en una porciéi
sélida (hielo) y una porcion liquida, las cuales coexisten en equili la presion
de 1 atm y a la temperatura dd8 K, el helio liquido se separa en dos fases: el
helio liquido! y el helio liquidoll. Ambas fases son liquidas y coexisten en equi
librio. Otras transiciones de fase son las transicionegmgoficas en los soélidos
(por ejemplo, la transformacion del sistema tetragonal al cubieogbullicion
de los liquidos y la aparicion de ferromagnetismo o felectricidad. La clasifi
cacion de estas transiciones de fase en transiciones dedasendr ordeny de
segundo orderse hara al profundizar en su estudio.

Consideremos por un momento de qué modo imaginario podertEner
una ecuacion fundamental que no satisfaga los criterios de edtabdi que, por
consiguiente, impliqgue una transicién de fase. Existen dosegimientosfisica-
mente interesantes que pueden conducir a tal ecuaglgmrimero de ellos es el
método de calculo directy el segundo es ehétodo de ajuste de la curva empirica.

Por método de célculo directo entendemos lo siguiente. Supégasdispe
nemos del conocimiento completo de las caracteristit@dsieas o moleculares
de cierta especie material. Con su ayuda intentaremos predeqirdpiedades de
una muestra macroscoépica del material. Nuestro probesancillo en principio,
aunque infunde respeto en detalle; podriarsogoner primero que la muestra
macroscopica es homogénea, estando rodeada cada ragdécdl mismo entorno
medio de las moléculas vecinas inmediatas. Pasariamos es@ticar en detalle
las interacciones moleculares por los métodos de ldatemantica de la materia,
y someteriamos estos resultados detallados de lamoaccuantica a los diversos
tipos de suavizados y promedios dictados poedaia de la mecénica estadistica.
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Probablemente surgira al final de nuestro ciimulo de célculos una prediccion teé
de la ecuacién fundamental del material. Pero (y esto es lo que deseamos subr.
nuestro problema no habra acabado aqui. En efecto, nuesmtoadtaba basado
en lahipotesigde que el material es homogéneo. Si la ecuacién fundamental predic
satisface totalmente los criterios de estabilidad intrinsegastra hipétesis se ve
justificada a posteriori. En cambio, si la ecuacion fundamental teérica no satisf:
totalmente los criterios de estabilidad intrinseca, salsajue el sistema no perma
necera homogéneo, sino que se separard en dos o mas porciones. La danacioi
damental verdadera diferira. por consiguiente, de la ecuacion teodrica ineste
pronosticada anteriormente. Evidentemente. es interesante pregudéargeé
manera estéa relacionada la ecuacion fundamental estableleeadan la ecuacion
fundamental inestable hipotética deducida directamente atipio*.

El segundo procedimiento capaz de obtener una ecuacion funtinten
prueba, que puede resultar posteriormente inestable, neét@tlo de ajuste de la
curva empirica.Supdngase que nos interesan las propiedades delyagu reak
zamos determinaciones empiricas de sus ecuaciones de estacgabupotambién
que estas observaciones, por alguna razén de conveniencia, casualidad o di
se realizan sélo en la regién de temperatura alta (por encima de la tempeiatur
ebullicion) y en la regién de temperatura baja (entre las temperaturas de ebullic
y de solidificacién). Aunque no se realiza observacién alguna en las proximidai
del punto de ebullicién, las ecuaciones de estado para esta region se interp
entre las regiones de alyabaja temperatura. La ecuaciéon fundamental predicha
partir de estas ecuaciones de estado interpoladas no satisface las condiciont
estabilidad en la region del punto de ebullicion.

La utilisima ecuacién de estado de van der Waals ilustra los dos métodos
puestos. Dicha ecuacién puededucirsea partir de un modelo molecular muy
simplificado, pero basicamente es un resultado del ajuste de la curvaicampi
Para muchas sustancias simples que sufren transiciones igpggdda ecuacion
de estado de van der Waals representa bastante bien sus propiedadesimpar
y por debajo del punto de ebullicion. La ecuaciéon empirica interpolada es

NRT N2a
P:*—‘V_bN;—I_/T .1

dondeay b son constantes a determinar empiricamente para el sistetiaulpa
de que se trate.

Con objeto de investigar las consecuencias detalladas de la inestabilidad,
pondremos que se nos ha dado una ecuacion de estado de prueba de la forma g
indicada esquematicamente en la figura 9.1. La ecuacién de van der Waals t
esta forma general, pero no vamos a limitar la discusién a ninguna ecuacién anali
particular. En la figura 9.1 se representa la pre§t@m funcién del volumen molar
para diversos valores de la temperatlirél, < 7, < 7; ...).

* Véase una discusion de los aspectos mecaestadisticos de dicho calculo @nL. Hill, Statistical
Mechanics, McGraw-Hill, Nueva York, 1956 pag. 164, o enL. van Hove, Physica 15, 951 (1949).
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Figura 9.1

Se observa inmediatamente que la ecuacién de estado no satisfaodaltdst
criterios de estabilidad intrinseca. En efecto, deoestos criterios es que

JP
(01;)7. <0 9.2)

y esta condicion se viola claramente en la porcklM de una isoterma tipica
que, por claridad, se representa por separado en la figura 9rZoRsiguiente,

N —

V—

Figura 9.2
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en esta sustancia debe producirse una transicion deyfasegsmos que las carac
teristicas de esta transicion pueden estudiarse sobre la basrdad#n de estad

de la figura9.2.

viP

P—>

Figura 9.3

Puede obtenerse una perspectiva interesante mediaateepresentacion altel
nativa de la ecuaciéon de estado dada. Segun la relacion de-Qithiesn tenemos

du= —sdT + vdP 9.3)

P—>

Figura 9.4
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e integrando a temperatura constante
u=fvdP + ¢(T) 9.4)

donde¢(T) es una funcion indeterminada de la temperatura, gaecap como
((constante de integracion)). El integrandd@), para temperatura constante, esta
dado por la figure9.2, la cual se representa de forma mas comoda Baomo
abscisay u como ordenada, tal como se muestra en la figuBaAsignando arbitra
riamente un valor al potencial quimico en el pudtopodemos calcular ahora el
valor deu en cualquier otro punto de la misma isoterma, tal c&npuesto que,
segln la ecuacion.4.

B
U — 1y = j v(P)ydP 9.5)

De este modo se obtiene la figudat. Esta figura, en la que se representan fun
cion deP, puede considerarse como una seccion plana de la representadion
mensional de:en funcién dé€ y T, como se muestra en la figudab.En ésta secpre-

T

u

u o

P—
I //

) P—

|

# //
P—
P>

Figura 9.5
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sentan cuatro secciones diferentes de temperatura constane sdeerficie u,
correspondientes a cuatro isotermas de la figura 9.1. Se obsen@éh que el
bucle cerrado de las curvas den funcién de P, que resulta del hecho de gu®
es una funcién con valor triple d&(véase la figurd®.3), desaparece a temperatura
altas, de acuerdo con la figura 9.1.

Finalmente, observaremos que la relacids (7, P) constituye una relacién
fundamental para thol del material, dado que el potencial quimjces la funcién
de Gibbs por mol. Puede parecer entonces que, segun la figurea8i.5e ha lo
grado la deduccién de la ecuacion fundamental a partir de unasotion de
estado dada, pero debe recordarse que, aunque cadiedas intersecciones de
la superficiex con los planos de temperatura constante de la figura 9.6 t&en
forma apropiada, todas ellas contienen la ((constamd@)ya ¢(7), que varia
de un plano de temperatura a otro. Por consiguiente, no eomzx la forma com
pleta de la superficig(T, P), aunque ciertamente podamos formarnos una imac
mental bastante aceptable de sus propiedades topolégicas esenciales.

Habiendo descrito asi cosigiin detalle las propiedades de nuestra ecuacit
fundamental hipotética, volvemos ahora a considerar la est@thil o carencia
de estabilidad, del sistema al que se refiere aquélla.

Consideraremos un sistema que se encuentra en el estaldola figura 9.3
0 9.4y en contacto con una fuente de temperatura y presionrdsadm de la fuente
se incrementa cuasiestaticamente, lo que conduce atratorouasiestatico corres
pondiente de la presion del sistema. La temperatura seignanéstrictamente
constante. El sistema evoluciona a lo largo de la ismdiede la figura 9.3 desde el
punto A hacia el punto B. Para presiones menores fygcorrespondiente al
punto B) vemos que el volumen del sistema (para presion y temperatutas)da
es uniforme y Gnico. En cambio, a medida que la presiéneatanpor encima de
P,, se hacen asequibles al sistema tres estados con valores iguRlgsItdeomo,
por ejemplo, los estados designados ot y N. De estos tres estaddses ines
table, pero tanto eiC como enN el equilibrio es estable y la funcion de Gibbs
tiene un minimo (local). Estos dos valores minimos locatela duncién de Gibbs

Figura 9.6
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(odeu = G/N) se indican por los puntoS y N en la figura 9.4. Ahora bien, el que
el sistema seleccione en la realidad el est@dw el estadoN depende de cual de
estos dos minimos locales de la funciéon de Gibbs sea el minimo mas bajo, @mminim
absoluto. De la figura 9.4 se deduce claramente que el estafoel estado fisico
verdadero correspondiente a estos valores de presion petatara.

Cuando sigue elevandose lentamente la presion de leefugpbr tanto la del
sistema, llega a alcanzarse el punto Unico D. En este punto, la supgr§ieieorta
a si misma, como se muestra en la figura 9.4, minimo absoluto dg o G a partir
de dicho punto corresponde a la otra rama de la curva. AsipeekionP, = P,
gue es mayor qug,, el estado fisico e®. Por debajo de’,, la rama de la derecha
de la isoterma que se muestra en la figura 9.3 es la rama fisicamente significativa,
mientras que por encima d&, es la rama izquierda la que tiene valor fisice sig
nificativo. La isotermafisica asi deducidaa partir de la isoterma hipotética de la
figura 9.3 es, por tanto, tal como saucstra en la figura9.6.

Los puntosD y O vienen determinados por la condicién de quye= y, 0
bien, de acuerdo con la ecuacién 9.4,

jn o(P)ydP = 0 (9.6)

D

donde la integral se toma a lo largo de la isoterma hipotéHeaiendo referencia
a la figura9.3, vemos que puede darse a esta condicidn una interpretacion grafica
directa descomponiendo la integral en varias partes:

F K M ¢}
J‘ vdP+J‘ z'vdP+J' udP—f—J vdP =0 9.7
D F K M
y reordenando como sigue
F F K o
J vdP—f vdpzf vdP—j vdP (9.8)
D K M M

Ahora bien, la integraJf v dP es el area bajo el arddF en la figura 9.3y la in-
tegral [£ v dP es el &rea bajo el ard¢F. La diferencia entre estas integrales es el
area comprendida en la region cerraddKD. o sea elarca marcadal en lafi-
gura 9.6. Analogamente, el segundo miembro de lacému®.8 representa el
areall de la figura 9.6, y los puntos singula@y D vienen determinados, por con
siguiente, por la condicién gréfica

areal = areall (9.9

Para presiones ligeramente inferiore®,a el volumen molar es relativamente
grande, mientras que para presiones ligeramenteiswgse aP , el volumen molar
es relativamente pequefio; el volumen molar experimenta urbicadiscontinuo
a la presion de la transicion de fase. Analogamente, diverspgedeales cambian
discontinuamente en la transicignla sustancia puede parecer totalmente diferente
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a presiones inmediatamente inferiores e inmediatamente superiBjed.as dos
formas de la sustancia se denomifases.Se dice que los estados de la rama ¢
recha de la isoterma pertenecen a una fase del sistema, y que los estados de
izquierda de la isoterma pertenecen a una fase diferente.

Para una isoterma de la forma que hemos venido considerando, vemos i
fase deP baja yv alto es una fase de pequefia pendiente: es ¢ (0P/dv), es
pequefio en magnitug la sustancia es fuertemente compresible. La fade aléa
y v bajo es mucho mas densa,-\JP/dv), tiene una magnitud mucho mayor, pc
lo que esta fase es relativamente incompresible. Tal isoterma es la que pue
perarse para una transicion dgiido, correspondiendo la porcion de la derect
de la isoterma a la fase gaseosa. y la porcion de la izquierda, a la fase liquid

Haciendo de nuevo referencia a la figura 9.1, observaremos que podemos
cionar un punto en la porcién «gaseosa» de la isotdrmealentar el sistema haste
T, a volumen constante (siguiendo una trayectoria vectorial en la figura), eon
mirlo a la temperatura constan® y enfriarlo a volumen constante, alcanzanc
de este modo la porcién «liquida» de la isote’, 8En este proceso no se produc
transicion de fase alguna, y es imposible decir en qué punto el sistema ha d
de ser gaseospose ha convertido en liquido. Esta situacion ilustra que los térmi
gaseoso y liquido tienen mas connotacion intuitiva que denotacion estric
prescindiremoaqui de dar definiciones. La distincion es irrelevante para nues
discusion general de las transiciones de fase.

Si la transicion de fase ocurre entre dos formas de un sélido, como ena -
sicidn de la estructura cristalina clibica centrada en las caras a la estageritrada
en el cuerpo, que se produce en el hierro, puede esperarse que las pendiente
porciones izquierda y derecha de las isotermas en una gfaficean aproxima
damente iguales. Salvo esta diferencia de detalle, la forma de las isotermas
ser sustancialmente la misma que se muestra en la figura 9.1. El formalismc
hemos descrito es absolutamente general y se aplica a transiciorkéguighs
gassolido, liquidesélido, solidesolidoy de otros tipos. La caracteristica decisiv
es simplemente la propiedad de entrecruzarse de la supgrfa@ieno se muestra
en la figura 9.5.

Problemas—Seccién9.1

9.1-1. Hallense las temperaturas de ebullicion @&l a las presiones d& atm y de
0,5 atm. Utilicense las constantes de van der Waals dadas en la tBi3a

9.2 Discontinuidad del volumen: regla de la palanca

Presenta cierto interés examinar los detalles de una transicion de fase, y
a considerar en primer lugar los cambios de volumen asociados con la trans
Como hemos visto, la dependencia del volumen respecto a la presion es discol
a lo largo de una isoterma, presentandose esta discontinuidad a la presion de |.
sicion de fase.
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Consideremos la isoterma de la figue& y supongamos que un sistema tiene
una presion exactamente igual a aquélla a la que se produce la trardgcfase.
En estas condiciones, el sistema puede encontrarse tanto emdd Bstomo
en el O, o bien cualquier fraccién arbitraria del sistema puede hallarse en el es
tadoD y el resto en el estadD. Asi, a la temperatura de°C y la presion de 1 atm
podemos tener el agua completamente en la fase liquida o comghé¢aen la
fase solida de hielo, o bien podemos tener cualquier fraccion del agua solidificada
y flotando en equilibrio en la fase liquida, como los cabitle hielo flotan en un
vaso de agua.

Si la fraccionx, de un sistema se encuentra en la fase menos condensada, en
equilibrio con la fraccionx, = 1 - x,, de la fase mas condensada, el volumen
molar mediov, del sistema total es, evidentemente,

Uy = XpUp + Xl (9.10)
= U + Xp(tp — Vp) ©.11)

El estado de esa mezcla se representa convencionalmente pontm para el
valor apropiado de, en la recta que une los punt@sy D, como el representado
por el estado Ten la figurd.7.

Fig. 9.7 Reglade la palanca.

La relacion entre tal estado, que representa un sistema de doy fasssac
ciones molares de cada una de las fases se suele expresarggia tie la palanca.
Tenemos

(xp T xo)vr = xpvp + Xov0 9.12)

de donde

Xo _Up = Ur 9.13)

Xp Vr — Vo
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La cantidad (u, — u) esta representada por la distantia en la figura 9.7, mien
tras que la cantidady,( — u) esta representada por la distan®i@. Asi, la regla
de la palanca (ecuacién 9.13) establece que las fracciones molares de las do
representadas por el punfoestan en relacién inversa a las distancias de los
puntosOy D.

Aunque el volumen de un sistema es una funeci@ematicamentaliscontinua
de la presién a lo largo de una isoterma, tal como la guewuestra en la figura 9.6,
vemos que esto no exige la existencia de un pro¢esmamente discontinuo. Un
sistema que evoluciona a lo largo de la isoterma dadugestaScambia su volumen
total continuamente, manteniendo su presion constuntente su paso de a O
y aprovechando la coexistencia de dos fases, lo que es posible para dicha p
particular.

Problemas—Secci6n9.2

9.21. Ciengramos de agua se encuentran a una temperatura 4€ 120109 se hallan
en la fase de vapoy 90 g en la fase liquidg;cual sera la presiéy cual el volumen total del
sistema?Empléense las constantes de van der Waals dadas en la tBbga

9.2-2. Seax la fraccién en peso de fase sélida en un sistema bifasiidoshquido.
Si se modifica la temperatura a volumen total congahéllese la razén de variacion gg
esto es, determineséx/dT. Supdngase que lgsarametros convencionaleg, x, k,, ¢, son
conocidos para ambas fases.

9.3 Discontinuidad de la entropia: calor latente

En la transicién de fases, no sélo se produce un cambio no nulovetueten
molar, sino que aparecen también cambios no nulosadws en la energia molai
y la entropia molar. EI cambio dentropia puede calcularse por integraciéon d

ds = <@> av (9.14)
v )y

a lo largo de la isoterma hipotéti@MKFD. Alternativamente, basandonos en ¢
diagrama mnemotécnico termodinamico, podemos escribir

As = s, — 5, = j <g—§) dv 9.15)

OMKFD

En la figura9.8 se encuentra una interpretacion geométrica de esteediia de
entropia, en términos del area comprendida entre isotepndxgmas.

La variacion de la&ntropia molar esta asociada a un intercambio de calor er
el sistemay la fuente. Este calor es simplemefitdsy se conoce comoalor latente
por mol, designado generalmente por la notadidPara ser explicitos, indicaremos
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mediante subindices desl orden en que las entropias molares aparecen en el
gundo miembro

Ipo = T(sp = 85) (9.16)

Asi, I, es el calorcedidopor unmol de material que experimenta la transicion
deD aO.

Si la transicion de fase tiene lugar entre las fases sylidg@ida, el calor latente
se denominecalor de fusidn;si aquélla tiene lugar entre fases liquigl@aseosa,
calor de vaporizaciény si la transicién es entre fases séligagaseosacalor de
sublimacion.

De acuerdo con el significado fundamental cuangstadistico de lantropia
como medida del desorden, cabe esperar que la fase mas caledé&arsga el valor
méas pequefio de entropia. Por consiguiente, el calor la/,ebe ser positivo
si el subindiceO se refiere a la fase mas condensada.

Para el agua pura @°C, la transicién liquidesélido tiene lugar a la presion
de 1 atm. El calor latente o calor de fusidp_,,, s entonces 8l/g, 0 sea,1440
cal/mol. A la temperatura de 10@, la transicién liquidegas ocurre también a la
presion del atm,y el calor de vaporizacio! es540 cal/g, 0 sea, 972@al/mol.

gas-liq

T + AT

1 <
va (4rea rayada) T

Vv —>

Figura 9.8

Cuando el sistema se transforma a temperagupeesion fijas de la fase pura
O a la fase purd, absorbe una cantidad de calor pool igual a/,, = T As. El
cambio de volumen pomol esAv = p - p y dicho cambio esta asociado a
una transferencia de trabajo iguaPaAv. Por consiguiente, el cambio total en la
energia molar es

Au=up, —u,=TAs — PAv (9.17)
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Problemas—Seccion9.3

9.3-1. Hallese el calor latente por mol d@), a la presién de 1 atm. Utilicense las cens
tantes de van der Waals dadas en la tabl8; recuérdese el problem&l-1.

9.4 Lugares geométricos de las fases: ecuacion @dausius-Clapeyron

Volviendoa la figura 9.6, hemos visto que los criterios de estabilidad nos perm
subdividir en tres porciones la isoterma representada. La porcidén situada
izquierda deD esta asociada con una fase (digamos, para concretar, la fase liqu
La porcionOMKFD de la isoterma hipotética se rechaza como inestable, mient
que la porcién de la isoterma que queda a la derecha etd asociada con una
segunda fasda fase gaseosa. Entonces, el diagrama #tatle la figurad.1 puede
dividirse trazando una curva a través de los puntos de transicion de fage
de cada isoterma, como se indica en la figura 9.9. Segun esto, un sistema-cor
sién Py volumen molaru correspondientes a la porcion inferior derecha de
figura 9.9 se encuentra en la fase gaseosa; en la porcion inferior de la izquie
estarda en la fase liquidg;dentro del lugar geométrico en forma de paraboka ir
vertida estara constituido por una mezcla de fases liquida y gaseosa cuya €orr
cion sigue la regla de la palanca. Como se indic6 en los Ultimos parrafos de la
cion 9.1, no es posible trazar un limite definido entre las regiones liggdaeosa
un sistema que evolucione desde la region liquida a la gaseosa. por un camin
evite elarea parabolica invertida de la figura 9.9, se transforma continua y unifol
memente. sin sufrir ninguna alteracion discontinua de sus propiedades.

Liquido

A

Figura 9.9
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Otra representacion de los estados correspondientesia una de las fases
posibles de un sistema se deduce de la figura 9.5, en la que se reppesefitacion
de Ty P. La superficiex puede ser entrecruzada, como se muestra en la figura,
y la curva a lo largo de la cual se cortan las dos ramas de la superfioi® (go
puntoD o el O de la figura 9.4) determina el lugar geométrico de los estados para
los cuales ocurre la transicion de fase. Supongamos qyegiemos ahora la curva
de interseccion de las dos ramas de la supetfisiebre el pland-T. O bien que,
en cada secciomp-P, como se indica en la figura 9.4, proyectamos el puhto
el O sobre el ejeP; los puntos asi proyectados determinan una curva tal como la
representada en la figura 9.10, y resulta evidente la distincién entre las dos regiones,
correspondientes a fases diferentes.

Punto critico

Liquido

T

Figura 9.10

La terminacion de la curva de fases corresponde al vértice de la region de mezcla
en lafigura 9.9 (por encima del cual las isotermas son monétpada)desaparicion
del caracteristico entrecruzamiento de la superfice temperatura alta en la fi
gura 9.5. El estado singular asi determinado en cada uresdiguras es gbunto
critico. La temperatura criticay la presion criticason los valores de la temperatura
y la presién en el punto critico.

Liquido

Sélido

Figura 9.11

Si un sistema tiene mas de dos fases, el diagrama de fases puede tenertan aspec
semejante al del agua, que se ilustra en la figurd. 9.4 posible complejidad de
tales diagramas esta rigurosamente limitada por la regla de las fases de Gibbs,

explicada en la seccion 9.6.
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La pendiente de una curva de fases en un diagmdmaguede relacionarse con
el calor latente y con la discontinuidad del volumen por la ecuacid@laeius-
Clapeyron. Consideremos los cuatro estados que se muestrém fegura 9.12:
los estadog y A’ son coincidentes pero corresponden a fases difergniesyismo
ocurre con los estados By B'. Esto Asy B deben asociarse con la region del lad:
izquierdo de la figura 9.13, A' y B' con la regién del lado derecho. Se supone gt
la diferencia de presiéP, — P, = P,. — P, es infinitesimal(=dP), y la dife
rencia de temperaturd, — 7, = d7T. La pendiente de la curva e§/dT.

Estado 8 %
T Estado 8°

Estado A
\Estado A’

T —»

Figura 9.12

Ahora bien, el equilibrio de fases requiere que

Mo =ty 9.18)
y
Kp = Ky (9.19)
de donde
Hg — Hy = Hg — Uy (920)
Pero
Mg — My = —s5dT + vdP 9.21)
y
Ug ~ Uy = =5 dT + v dP (9.22)

dondes y s’ son las entropias molarespy v’ son los volumenes molares en cade
una de las fases. Introduciendo las ecuaciones 9.21 y 9.22 en la ecu&fion 9
reordenando los términos, encontramos facilmente

dP s — s
— = 9.23
dar v —v ( )
o bien
dP As
i~ A 0249
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dondeAsy Av son las discontinuidades endatropia molar y el volumen molar
asociadas con la transicién de fase. De acuerdo con la ecuadi®nedcalor la
tente es

| = TAs (9.25)
de donde
dP /
= TAr (9.26)

Esta es la ecuacion de Clausi@tapeyron.

Consideremos una transicion sohidguido con un calor latente positivo
(s, > S,)- La pendiente de la curva de fases sera positiva, y orermento de
presion elevara la temperatura de transicion; o bieel sistema se mantiene a
temperatura constante, un incremento de presion tenderdkziesel sistema de
la fase liquidaa la sdlida, de acuerdo con el principio de Chatelier. En el caso
del agua, la pendiente de la curva de transicion sdiglddo es negativa, como se
muestra en la figura 911 Esto esta asociado con la anomalia de queokimen
especifico de la fase sélida es mayor que el de la fase liquida, peadi@sta
responsable del hecho de que el hielo flote sobre el agua y de qoeé@sos no
se hayan congelado desde el fondo hacia la superficie.

Problemas—Seccién 9.4

9.4-1. Un cierto liquido, cuyo calor de vaporizacién esi@@0 cal/mol, hierve al27°C
a la presion de 800 mrHlg. ;A qué temperatura hervira si la presion se eleva a 810 mm Hg~

9.42. Una larga columna vertical de un cierto liquido se mantienecondiciones
isotérmicas a la temperatura de 5"C. El material situado por debajo de un determinado
punto de la columna se halla en estado soélido; el situado ppmma de este punto se man
tiene liquido. Se reduce ahora la temperatura$2 °C, y se observa que la interfasdido-
liquido se desplaza hacia arrid@ cm. El calor latente es &l/g y la densidad de la fadé
quida esl g/cm?. Héllese la densidad de la fase sdlida.

Sugerencia; Obsérvese que la presion en la posicion original de larfiase permanece
constante.

Respuesta 2.6 g/cne.

9.4-3. Se encuentra que un cierto liquido hierve a una temperatura @2 @5 la cima
de una colina, mientras que lace a 105'C en la base. El calor latente 1880 cal/mol.
(Cual es la altura aproximada de la colina?

9.4-4, La prueba siguiente se realiza con frecuencia en las clasdsida elemental.
Se cuelgan dos pesas en los extremos de un alambre, que pasacpor de un bloque de
hielo. El alambre atraviesa gradualmente el bloque de hdoo el bloque permanece-in
tacto aun después de que el alambre lo ha atravesado pyieto. Expliquese este fené
meno derecongelacion.
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9.5 Estados metastables en las transiciones de fase

Volvamos ahora al estudio del mecanismo real de la transiciéasde ¥ consi
deremos de nuevo un sistema de un solo componente en el puddda isoterma
de la figura9.2.Se supone que el sistema se encuentra en el interior ddindrgi
provisto de un piston moévil, y que se incrementa lssidre lenta y continuamente,
manteniéndose constante la temperatura por contacto mii@®&con una fuente
de calor. El sistema se desplaza lentamente hacia la iguéelo largo de la isoterme
hacia el estadd® y posteriormente haci®. Como hemos visto, el sistema en ¢
punto D se descompone en dos fases, permaneciendo una porcion gadsd Bs
y aparccicndo otra cn estado O.Larazon dcesta transicién es que, aunque estadc
tales comoE corresponden a minimos locales de la funcion de GiebsstadaQ
corresponde a un minimo local mas bajo. Asi, el sistema que Hacémoado hasta
el estadoE encuentra que es preferible otro estado, con la misma prgstém
peratura pero de mayor densidivdnenor), y lo selecciona. No obstante, si el lect
nos permite el lujo de una terminologéatropomorfica, podemos preguntarnos
ahora como es que el sistema, que se ha desplazado lentamastaeel estadD,
llega a conocer la existencia y el atractivo del estado compe@d&odemos ima
ginar perfectamente que el sistema@nenfrentado al desagradable resultado
una funcién de Gibbs creciente se arriesga a alterar sd@Btgramente, y regrese
de esta breve excursién exploratoria al estBddocalmente preferible. Supuestc
esto,;como puede llegar a saber que mucho més lejosDgeexiste un estado to
davia mas atractivo? Para contestar a esta pregunt@@sqapelar a la perspec
tiva que proporciona la mecéanica estadistica. De acuesdcella, el microestado
de un sistema en equilibrio no permanece estético, sirehsistema sufre en todc
momento fluctuaciones rapidas. Por medio de estas fluictnas el sistema sonde:
y explora hasta descubrir el estado correspondieintalar minimo del potencial
de que se trate. Especificamente, refiriéndonos a rmusstema particular que
ha llegado al estadD, el sistema no permanece en reposo a escala microscoy
sino que se producen fluctuaciones locales de densidad g@into a otro, siendo
la densidad media la correspondiente al pubtd?or supuesto, las fluctuacione
pequefias de densidad son las mas probables, y lasaftimbes grandes, talescom
la requerida para llevar una pequefia porcion del sistemaad®®,son en rea
lidad muy raras. Asi, el sistema puede permanecer deiramttiempo muy largo
en el puntoD, hasta que finalmente se produce una gran fluctuacionnéépea,
que lleva una pequefia porcion del sistem@.&sta fluctuacion, al contrario que
otras, no decae, dado que la porcion del sistema gukedado a0 encuentra este
nuevo estado tan satisfactorio como su estado inicial. Tatipo del sistema
fluctuada y estable se convierte entonces emirieo para el crecimiento de la
segunda fase. El estudio de la formacién y el crecimiento de tdlelgos de fase
constituye una rama importante de la teoria cinética enal

En la mayoria de los casos practicos, un sistema qukebado al estad®
no tiene que esperar la eventual aparicion de la flexdnaespontanea que Ic
lleve a O, puesto que frecuentemente son inducidas fluctuaciant#ficiales por
mecanismos externoasi, una sacudida mecanica o un ligero golpe aplicados
sistema producen ondas longitudinales, con regiones ddec@acion y rarefaccion.
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La regién de condensacion es la region de volumen molar pequefio; po+ consi
guiente, es la region en la que el sistema puede llegar al eGtgéa la que se forma
el nucleo de fase.

Si se comprime lentamente un sistema y se evitan con tododoulds pertur
baciones extrafas, el sistema puede permanecer en el d3tdaliante un tiempo
muy largo sin la formaciéon de un nucleo de fa3eDe hecho, el sistema puede
llevarse, con gran cuidado, a lo largo de la isoterma, mas alla del fuhestaE
y, en principio, hastd~. La porcionDEFde la isoterma corresponde, por tanto,
a los estadosetastabledel sistema, como sucede con la porci®M. El seg
mento intermedioMKF viola los criterios de estabilidad intrinseca y corresponde
a estados inestables; por muchas precauciones que se toores, podr&onse-
guirse que un sistema adquiera el estado homogéneo correspondiente.

Un ejemplo de un estado metastable de un sistema es eksghraenfriada»:

Se trata de agua que se ha enfriado por debajd ‘dea la presion dé atm. Un
ligero golpecito dado a un vaso de agua que se encuentre encestdiciones
provoca una repentina y espectacular cristalizaciorsigeédma.

9.6 Transiciones de fase de primer orden en sistemas simplesulticomponentes:
regla de las fases de Gibbs

Los criterios de estabilidad de los sistemas multicomptase se han dado en
el capitulo8 y son semejantes en su forma a los criterios de estadilde los sis
temas de un solo componente. Si no se satisfacen los criterios atdliéat!, se
produce una transicion de fase de una manera totédnzaloga a la que hemos
estudiado en detalle en las secciones anteriores. Sin embargo, lososltaenoles
se encuentran generalmente en proporciones diferentesdenfase, por lo que
las fases difieren no s6lo en la forma cristalina o en su ordenaciéncatésino
también en su composicion total. Una mezclat® y CINa llevada a la tempe
ratura de ebullicion sufre una transicion de fase en la que la fase gaseosa es ag
casi pura, mientras que la fase liquida coexistente cant@enbos constituyentes:
la diferencia de composicién entre las dos fases es, en este caso. la base de la pu
ficacion por destilacion.

El mecanismo de transicion de fase de los sistemas multicanpes es una
generalizacion directa del correspondiente a los sistemas de un solo @tmon
y la interpretacién geométrica en términos de las superficies de la fudeidsibbs
puede hacerse directamente. La funcién de Gibbs es wn@éh deT, P, N,,
N,, ..., N,; su representacion ha de realizarse en el espacio multidimensional
correspondiente. Los conceptos geométricos son idéntices ya desarrollados,
pero resultan mas complejos en detalle debido a la mayorndiomalidad del
espacio.

Suponiendo que efectivamente se produzca una transicidases, ya sea en
un sistema con uno o con varios componentes, nos enfrentamosbédrpa de
averiguar como puede tratarse tal sistema multifasico dentmsdelema de nuestra
teoria. La solucion es realmente sencilla, puesto que solamente necesi@amos ¢
siderar cada fase separada como un sistema simple diferente, y el sisterca mhad
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un sistema compuesto. La «pared» entre los sistemas simples o fases meapr
entonces caracter restrictivo alguyquede analizarse por los métodos apropiad
para las paredes no restrictivas.

Por ejemplo, consideremos un recipiente mantenido a una telmelay una
presionPy que contiene una mezcla de dos componentes. Se observa que esi:
contiene dos fases: una liquigauna sélida. Queremos encontrar la composicit
de cada una de ellas.

El potencial quimico del primer componente en la fase liquiu!“(T, P, x{*),

y en la fase solida e:*)(T, P,x'®), dondex, es la fraccion molar del primer cem
ponente. El hecho de que se adopte una forma funcioretediie de:, para cada
fase es analogo al diferente comportamientqu@ela izquierday a la derecha del
puntoOo elD en lafigura 9.4. La condicion de equilibrio respezta transferencia
del primer componente de una fase a otra es

(T, P, x®) = u(T, P, <) ©-27)

Analogamente, los potenciales quimicos del segundpoaente sou (T, P,x{")
y ST, P,x{®); podemos escribir éstos en funciénxeen vez dex,, puesto que
x, T x, esla unidad en cada una de las fagg§.igualandou{" y 1 obtenemos
una segunda ecuacién, que, junto con la ecuacion 9.2ntdeax{™ y x{%.
Supongamos que se observan tres fases coexistentdss&tema anterior.
Designando éstas pdr I1 y III, tendremos, para el primer componente,

AT P, Xty = (T, PLxtYy = (T, P, X (9.28)

y un par similar de ecuaciones para el segundo componente. Asi, tenemos

cuatro ecuacionessélo tres variables de composiciér, x!'y x}"". Esto significa

guenosomos libres de especificar a pridary Psimultaneamente; si se especifita

las cuatro ecuaciones determinarBnx!, x{' y x!I". Es posible seleccionar arbi
trariamente una temperatuyaina presiory encontrar entonces un estado bifasic
pero, si se especifica la temperatura, un estado trifasico puede existirteséa
para una presién particular.

En el mismo sistema, podriamos preguntarnos acerca de la existenda (
estado en el que coexistan cuatro fases. Anadlogamente a la ecuacion 9128ste
tres ecuaciones para el primer componentees para el segundo. Asi, disponem«
de seis ecuaciones € P,x}, xI', x!""y x|. Esto significaque podemos tener cuatr
fases coexistentes s6lo para una temperayupeesion Unicas definidas, ningun:
de las cuales puede ser preseleccionada arbitrariamemtel ggxperimentador:
son propiedades intrinsecas del sistema.

En un sistema de dos componentes no pueden coexistir cinco fases, puest
las ocho ecuaciones resultantes sobredeterminariancestdas siete variables
(T, P,x% ..., x}), y en general no seria posible solucién alguna.

Podemos repetir facilmente el recuento anterior deabées para un sistema
multicomponente polifasico.
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En un sistema com componentes, los potenciales quimicos en la primeea fas
son funciones de las variablgd P, x}, x}, ..., x!_,. Los potenciales quimicos
en la segunda fase son funcionesTdeP, x!', xi\, ..., x!',. Si existenM fases,
la serie completa de variables independientes esta cadatitpues, poiT, Py
M(r—1) fracciones molares: en total, £ M(r — 1) variables. ExisterM — 1
ecuaciones de igualdad de potencial quimico para cada compooeséa, un
total der(M - 1) ecuaciones. Por consiguiente, el ninfede variables que pueden

asignarse arbitrariamente g5+ M(r - 1)] — r(M - 1), es decir,
f=r—M+2 9.29)

El hecho de que - M + 2 variables del conjunto [TR,x}, xL, ..., x*,] puedan
asignarse arbitrariamente a un sistema eamobmponentey M fases se conoce
como regla de las fases d&ihhs.

El nimerof puede interpretarse también comdmero de grados déberrad
termodinamicosintroducidos anteriormente en la seccion B.@efinidos como el
namerodeparametros intensivespaces de variacion independiente. Para justifical
esta interpretacion, calcularemos el nimero de grados dgalibéermodindmicos
de forma directay demostraremos que este niumero esta de acuerdo con ka eci
cion 9.29.

Para un sistema de un solo componente en una sola fase existen dosdgradc
libertad. al eliminar mediante la relacion de Gilimshem una de las tres variables
T, P, p. Para un sistema de un solo componente con dos fases existen res ps
metros intensivo$T, Py u, iguales cada uno de ellos en ambas fasgg)xisten
dos relaciones de GibH3uhem. Por tanto, hay un solo grado de libertad. De
acuerdo con ello, en la figura 9.11 las parejas de fases coexisten ydodia re
giones unidimensionales (curvas).

Si tenemos tres fases coexistentes en un sistema de un solo comptasente
tres relaciones de Gib#3uhem determinan por completo los tres pardmetros
intensivosT, Py p. Las tres fases pueden coexistir inicamente en una sola regi¢
adimensional, es decir. en un solo punto, como se muestia gura 9.11. Este
estado singular se denominanto triple. Recuérdese (seccion 2.6) que el punto
triple del agua define el punto fij273,16 K de la escala Kelvin de temperatura.

A presiones elevadas, el hielo sufre varias transformagigudimorficas (es
decir, transiciones de fase sélidélido), y aparecen algunos otros puntos triples.
En la figura 9.13 se ilustra el diagranfaT para el agua. La escala de presion de la
figura 9.13 estd tan acusadamente contraida, en comparemidla figura 9.1,
que la regién gaseosa se ha reducido a una linea, invisible por lo estrechargmlo |
del eje vertical. Se ve que en ningln punto coexisten cuatro fases. Las cuatro re
ciones simultaneas de GibBaihem sobredeterminarian los tres parametres in
tensivosy no seria posible, en general, solucién alguna.

Para un sistema multicomponente de mdltiples fases, el numero de grados
libertad puede calcularse facilmente de modo amal&j el sistema tiene com
ponentes, existen t 2 pardmetros intensivosT, P, p,, u,. ..., 4, Estos para
metros son iguales en todas las fases. Pero en cada una Meféass existe una
relacion de GibbDuhem. EstasV relaciones reducen el nimero de pardmetros
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Fig. 9.13 Diagrama de fases del agua. Las diversas modificacionstlaras del hielo se
indican con numeros romanos. Reproducido, con awtoidn, del American Institute of
Physics Handbook,McGraw-Hill Book Company. Inc.,1957.

independientes & + 2) — M. El nimero de grados de libertades por tanto
r — M + 2, como el dado en la ecuacién 9.29.

La regla de las fases de Gibbs puede, por tanto, enunciarse comoBsiguie.
sistema con r componentgsM fases coexistentes es posipkefijar arbitrariamente
los valores de r— M + 2 variables del conjuntdT, P, x}, x%, ..., x* ] o del
conjunto [T, P, #,, iy ..., &,]-

Sentado esto, es una cuestidén sencilla confirmar que la regla de las fase:
Gibbs da, para sistemas de unpde dos componentes, los mismos resultados gt
encontramos en algunos de los parrafos precedentes. Pagmasstie un solo
componenter = 1 yf = 0si M = 3. Esto esta de acuerdo con nuestra conclusid
previa de que el punto triple es un estado singular de uensgstde un solo com
ponente. De modo analogo, para un sistema de dos componentegpimosexis
ten cuatro fases en un punto singula= 0, r = 2, M = 4); que la temperatura
puede ser asignada arbitrariamente para el sistema cofiatexf =1, r = 2,

M = 3), y que tantoT como P pueden asignarse arbitrariamente para el sisten
con dos fasegf =2,r =2, M = 2).
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Problemas—Seccion 9.6

9.6-1. En las proximidades del punto triple. la presion de vapor del amoniaco liquido
(en atmosferas) viene representada por

3063
InP = 1516 — —
! T
Esta es la ecuacion de la curva limite liquido-vapor en un diagrama P-7. Analogamente,
la presion de vapor del amoniaco sélido es

3754
InP = 1870 — —/——
" T
(Cuales son la temperatura y la presién en el punto triple? ;Cuales son los calores latentes
de sublimacion y vaporizacion? ;Cual es el calor latente de fusion en el punto triple?

9.7 Diagramas de fases para sistemas binarios

La regla de las fases de Gibbs (ecuacion 9.29) proporciona la base para el es-
tudio de las formas que pueden tomar los diagramas de fases, tales como el de la
figura 9.13. Estos diagramas de fases, sobre todo los de sistemas binarios (de dos
componentes) o ternarios (de tres componentes), son de gran importancia practica
en metalurgia y en quimica fisica, y se ha realizado gran cantidad de trabajo en lo
referente a su clasificacion. Para ilustrar la aplicacion de la regla de las fases, con-
sideraremos dos diagramas tipicos para sistemas binarios.

Para un sistema de un solo componente, la funcion de Gibbs referida a un mol
es una funcion de la temperatura y de la presion, como en la representacion tridi-
mensional de la figura 9.5. El diagrama de fases de la figura 9.10 se obtuvo por
proyeccion de la curva de interseccion de la figura 9.5 sobre el subespacio bidi-
mensional P-T. Ahora bien, para un sistema binario, la funcién molar de Gibbs
G/(N, + N,) es funcion de las tres variables T, Py x,. La representacion analoga
a la figura 9.5 es tetradimensional, y la analoga a la figura 9.10 es tridimensional.
Esta se obtiene por proyeccién de la hiper-curva de intersecciéon sobre el hiper-
plano P, T, x,.

En la figura 9.14 se muestra el diagrama de fases tridimensional para un tipo
sencillo pero frecuente de sistema binario gas-liquido. Por razones de comodidad
grafica, el espacio tridimensional se representa por una serie de secciones bidi-
mensionales de presion constante. Para valores fijos de la fraccion molar x, y de
la presidn, la fase gaseosa es estable a temperatura alta y la fase liquida lo es a tem-
peratura baja. A una temperatura tal como la designada por C en la figura 9.14,
el sistema se separa en dos fases, una fase liquida en 4 y una fase gaseosa en B.
La composicion en el punto C de la figura 9.14 es analoga al volumen en el punto T
de la figura 9.7, y evidentemente es aplicable una forma de regla de la palanca.

La region identificada como «gas» en la figura 9.14 es tridimensional; T, P
y x, pueden modificarse independientemente dentro de esta region. Esto ocurre
también en la regidn identificada como «liquido». En cada caso r = 2, M =1

yf=3
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Liquido

X, —> X, —>

Fig. 9.14 Diagrama de fases tridimensional de un sistema binario tipasdiquido. Las
secciones bidimensionales son planos de presién cuesteonP, < £, < P, < P,.

El estado representado por el purtt@n la figura 9.14 es realmente un estad
de dos fases, compuesto pbry B. Asi, s6loA y B son puntos fisicos; la region
sombreada en que se encuentra el punas una especie déueco» no fisico en
el diagrama. La regién bifasica es la superficie que rodea el volunmehreado
en la figura 9.14. Esta superficie es bidimensiaqnat 2, M = 2, f = 2). Si se
especificariT y P, quedan determinadas univocamertey x%.

Si un liquido binario con fraccién molar! se calienta da presion atmosférica,
seguira undinea vertical en el correspondiente diagrama de la figura 9.14. Cuar
alcanza el puntd, comenzara a hervir. El vapor que escapa tendra la composic
que corresponde al puntd.

En la figura 9.15 se representa un tipo frecuente de diagrama de fases lig
so6lido para un sistema de dos componentes; se muestra una sola seccion de |
constante. Existen dos fases solidas distintas, de estructura cristalina difet
una de ellas se identifica pary la otra porf. La curvaBDHA se conoce como
curva deliquidus y las curvasBEL y ACJ reciben la denominacion de curvas d
soidus.  El puntoG corresponde al sistema de dos fases, con una parte liquidia «
y otra sélida erf~. El puntoK corresponde al sélida enJ mas el solid¢ enL.

Si se enfria un liquido con composiciép el primer sélido que precipita tiene
la composiciornx,. Si se desea que el precipitado solido tenga la misma composit
que €l liquido, es necesario partir de un liquido de composiciorun liquido
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B Liquido

.-"',,I/I/ : W
Liguido™

fase p R /
(s6lido) E D

|
* QAN

Fig. 9.15 Diagrama de fases tipico para un sistema binarfmesién constante.

~—

de esta composicién es lo que se llaswducion eutécticaUna solucion eutéctica
se solidifica bruscamentg de modo homogéneo, produciendo buenas coladas de
aleacion en la préactica metallrgica.

Las curvas de liquidug solidus son las trazas de las superficies bidimensionales
en el espacio completd, x,, P.

El punto eutécticd es la traza de una curva en el espacio completo,, P.

La eutéctica es una region trifasica, en la que pueden coexistidticen D, s6

lido g enEy soélidoaen C. El hecho de que pueda existir un sistema trifasico a lo
largo de una curva unidimensional es una consecuencia degla de las fases
(r=2M=23,f=1).

Supoéngase que partimos de un estado tal comben la fase liquida. Mante
niendoT y x, constantes, reducimos la presion siguiendo una linga peErpen
dicular al plano de la figura 9.15 en el espatiox,, P.Llegamos finalmente a una
superficie bifasica, que representa la transicion de fase liggadoEsta transicion
de fase se produce a una presién particular para la tempanata composicion
dadas. Andlogamente, hay otra presion particular que carnefgpa la temperatura
y composicién del punt®, para la cual el sélid@ esta en equilibrio con su propio
vapor. De esta manera acada pufioc, ) podemos asociar una presion particlfar
Puede trazarse asi un diagrama de fases, como el que se narektriigura 9.16.
Este diagrama de fases difiere del de la figura 9.15 en que la presiordarpoato
es diferente, y cada punto representa al menos un sigdentos fases (una de
las cuales es el vapor). La curt3D' es ahora una curva unidimensiorfdl = 3,

f = 1), y el punto eutécticoD' es un puntoinico (M = 4. f = 0). El punto B'
es el punto triple del primer componente puy@l puntoA' lo es del segundo com
ponente puro.

Aunque las figuras 9.1% 9.16 son muy similares en aspecto general, evidente
mente son muy diferentes en significagpueden producirse facilmente confusiones
si no se pone suficiente cuidado en diferenciar estos dos tipos de nliag/ke fases.
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Liquido *+ vapor

\fannr

liquido + &

i

o + vapor

m
Q
o

Fig. 9.16 Diagrama de fases para un sistema binario en equilibrio con suvigzor.

Las formas detalladas de los diagramas de fase puedenaadop multitud
de diferencias de detalle, pero la dimensionalidad de las intersescémtre las

diversas regiones de varias fases esta determinada totalmente por la regla
fases.

Problemas—Seccion9.7

9.7-1. Eldiagrama de fases de una soluciénAlen B, a la presion dd atm, es el que

se muestra en la figurd.a curva limite superior de la region de dos fases puede repres:
tarse por

T =T, (T, - T)x,?

T, (P = 1 atm)

Liquido
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y la curva limite inferior por
T=T, - (T, - T)x,2 - x,)

Un vaso de precipitados que contiene niumeros de mgieses deA y de B se calienta
hasta la temperatura dc ebullicion de la solucigfiul es la composicion del vapor en el
momento en que ésta comienza a hervir? La ebulligitmde a aumentar o a disminuir
la fraccibnmolar de A en el liquido restante?

Respuestayx, (vapor) = 0,866

9.7-2. Demuéstrese que si una pequefia fracgién/N/N) del material se separa por
ebullicion del sistema al que se ha hecho referencia en el prabBi#l, el cambio de la
fraccion molar del liquido restante es

A
iv

dx, = -[@Q2x, - X42)1/2 - x,] _‘dN>
9.7-3. El diagrama de fases de una soluciénAden B, a la presion de 1 atypen la re
gién de baja concentracion:, < 1), es como se muestra en fa figura. La curva limite su
perior de la region bifasica puede representarse por

=T, - Cx,

Xy —>

y la curva limite inferior por
T=1,- Dx,

siendoC y D constantes positivag)? > C).

Si un liquido de concentracior ;" se llevaa ebullicién y sc mantiene hirviendbasta
que solamente queda una fraccigv,/N;) del material. dedizcase una expresion de la con
centracién final.

Demuestrese que § = 3Cy N,/N, = 3, la concentracién final es la cuarta parte de
la concentracion inicial del componente
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9.8 Teoria de Tisza de las transiciones de fase de segundo orden

En una transicion de fase de primer ordergnfaopia molar, el volumen molar
y otros parametros molares sufren cambios discontinuos. Especificaraedie,
continuidad de lantropia da lugar al calor latente. Sin embargo, se observan tam
bién otros tipos de transiciones. En est@siciones de fase de orden superior,
los parametros molares son continuos, pero susadts son discontinuas.

Una clasificacién de las transiciones de fase fue propuesta por EhrebDéest.
acuerdo con esta clasificacion, una transicion de fase de primer ordauélaa
en la que la funcién molar de Gibp®s continua, pero sus deriva(dg/0T), = —s
y (0g/@P), = vson discontinuas. Una transicion de fase de segundo ordejuétia
en la que g/ sus derivadas primeras son continuas, pero sus derivaglasdses son
discontinuas. Analogamente pueden definirse transiciones de terden grde
ordenes superiores por generalizacion directa.

Cuando Ehrenfest propuso su clasificacion de las transiciones de fase de ord
superior, los tipos de discontinuidades que tuvo en euurdgron«saltos» finitos,
analogos al salto finito del valor del volumen molar en una transiciéfaske de
primer orden liquidegas. Se ha encontrado, sin embargo, que tales tipos sencillc
de transicidn de fase de orden superior se producen rara lazeturaleza. En la
mayoria de las transiciones de fase de orden superior las disgiolaides que se
presentan son infinitad.si, en la transicion de segundo orden que marca el comienz
de una disposicién iénica ordenada en una aleacion, el calor especifico ne expe
menta un salto finito, sino que se hace infinitamente grandeten@eratura de la
transicién. Actualmente se cree que la aparicion de la supductimidad para
campo magnético cero (Fig. 14.7) es la Unica transicién de fasegded® orden
que exhibe un salto sencillo en las derivadagde

Se han propuesto dos teorias de las transiciones de fase desuemor. La
primera, debida a Ehrenfest, es aplicable a aquilasiciones en las que lds-
continuidades son simples saltos en los valores de las derivatafutheion molar
de Gibbs. En cambio, la teoria de Tisza es aplicable a agugthnsiciones en las
gue las discontinuidades producen valores infinitos de las deriv&tano hemos
indicado, la teoria de Tisza es la que puede aplicareecacdcter mas general;
se aplica a la transicién ordelesorden de las aleaciones, a la aparicion derta-
electricidad en materiales tales como la sal de Rochellaimehto de bario, a la
aparicion del ferromagnetismo o el antiferromagnetism la aparicién de la
superfluidez en el helio liquidg, a muchas otras. En esta seccion se expone la
teoria de Tisza. En la siguiente indicaremos brevemente la natardéela teoria
de Ehrenfest.

La base fisica de la teoria de Tisza es la idea de que una transicion de fase
segundo orden se produce cuando el sistema atraviesa una mnetién tal como
la que se representa en la figura 9.10. A lo largo damta de fase de la figura 9.10
no se satisfacen los criterios de estabilidaaasalla del punto critico si se satis
facen. El punto critico marca la separacién entre la estalbil@kfiniday la inesta
bilidad definida. Una transicién de fase de segundo orden puede sedematsa
como el fendmeno correspondiente a una inestabilideipignte.

En un sistema de un solo componente, una transicion de fase delsegden
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es un fendmeno muy especializado, que se produce sélo para unadzeeja-
nada de valores de la presiéon y la temperatura. En @camehiun sistemanulti-
componente la region critica es multidimensional y se obsecianinte. De hecho,
un sistema de dos fases tiengrados de libertad cuando poseeomponentes;
el limite de la region de dos fases tiene, por consiguientel grados de libertad.
El limite de la region de dos fases constituye una region critica, de formemsgjue
regiones criticas tienen — 1 dimensiones.

Los criterios de estabilidad surgen como consecuereita texigencia de que
la forma cuadrética

1 t—1

Z w, dx; dx, (9.30)

sea definida positiva. Esto es, en un sistema estbles positiva para toda com
binacion de valores de las variabtés, dx,, ... (excepto el conjunto triviafix, =
=dx, = ... = 0),como se indica esquematicamente Aeen la figura 9.17.

En un sistema inestab?u puede hacerse negativa por alguna combinacion
de los valores déx,, dx,. ... ; la forma cuadratica e&definida, como se repre
senta esquematicamente @ren la figura 9.17. El limite entre la estabilidad y la

B D E

Fig. 9.17 Representacion esquematica de puntos establesosriiinestables. El eje ver
tical es la energia molar. y el eje horizontal es una representacion esquematicimen-
sional de los parametros,, x,, ... . El estadoA es un punto minimg es estable. El es
tadoC es inestable; se produce una transicion de fase de pridenpcon fases represen
tadas enD y E. Un estado intermedio entre las condiciones anteriorebesstado criticdB.
Los términos de segundo orden se anulafa curvatura ascendente se debe solamante
los términos de cuarto orden.

inestabilidad se presenta cuando la forma cuadraticaseesdejinida positiva,
como se representa d@en la figura 9.17. Esto es, para cualquier combinacion de
valores deix , dx,, ... laforma cuadratica es positiva 0 nula, pero nunca negati
Para estudiar las transiciones de fase de segundo omlpreaso estudiar las con
diciones matematicas bajo las cuales la forma cuadratica (ecu&0)es semi-
definida positiva.

Volviendo a la ecuacién 8.74, recordaremos que después de susiisiGoce
sivas para completar el cuadrado, la forma cuadratica se convierte e

ls 1
Z 5 @PTY 4 - Z Wi ' dx;dx, (9.31)

kk
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La etapa siguiente consistiria en escribir

dPsTt = Z Wi dx, 9.32)

de donde

=1y L @pi 1'_21(%%;1—

20 l!/k-l 2s+1

Vo W'
it
Sin embargo, esta etapa puede realizarse Unicamente si laaziy/$1 es distinta

de cero. Supongamos qws; ! es cero, con lo que la etapa que lleva de la ecl
cion 9.31 a la 9.33 no puede realizarse. Admitamos que

>dx dx,  (9.33)

opP
=ulP,, ... = =0 34
l//ss u[ 0> > s—I]ss <(3.X> N . (9 )

La ecuacion 9.31 se convierte entonces en

15’1 =1
= Z = (dPi™? + 2 Yo dx, dx, + Z Wi dx;dx,  (9.35)

0 l//k s+1 s+1

Cuando ya no puede proseguirse el proceso de sustitucién quanpletar el
cuadrado, la ecuacion 9.35 da la forma que tiene quézansd para determinar
si es semidefinida positiva.

Admitiendo quey; ! es cero, hemos garantizado qife puede tomar el valor
cero. De hecho, si escribima#®, = dP} = ... = dPs_} =dx,, | = ... -
= dx,_, = 0, dejando Unicamentéx, # 0, la forma cuadratica se anula. Vamo
a investigar ahora acerca de las condiciones que impige 42z tome valores
negativos.

El examen de la ecuacién 9.35 indica claramente que, pard’g@easemide-
finida positiva, es preciso que

oP,
Ox

s

(6P5> =0 paratoddk > s (9.36)
Po s—1.X%s Xt -1

0x,

s—1

w =ulPo.... Py =

!

Si ¢, ' no fuese cero, podriamos anular todas las diferenciales exdeptp
dx, en la ecuacion 9.35: los Unicos términos diferentes de cero semiamces
o (dx)? T YS! dx, dx,, los cuales podrian hacerse negativos mediante elec
nes aprop|adas de los valoresdie y dx,.
Asi, pues, por lo que concierne a los términos de segundenpids criterios
para la existencia de un punto critico son que, para cialtor des, tienen que
cumplirse las ecuaciones 9.34 y 9.36.




9.8 Teoria de Tisza de las transiciones de fase de segundo ordenl71

El valor des para el que se cumple la ecuacién 9.34 dependeréa de la aidena
de las variables. Para hacer queea Unico, supondremos en lo sucesivo que las
variables se han numerado del modo que se héwenas pequefio posible.

Si s es menor que - 1, las variablesx,, x;, ..., x,_, pueden imaginarse
divididas en dos clases. Las variablgs .... x, cooperan para producir el punto
critico, mientras que las variables,, ,, ..., x,_, son realmente indiferentes en
lo que se refiere al comportamiento critico. Ademas, los dosiotog de variables
son independientes en el sentido de la ecuacién 9.36, lo que estable@n dae
region critica, cualquiera de las variabdas del segundo conjuntpucde alterarse
sin influir en el parametro intensivg, o quex, puedevariarse (paraP,, ..., P,_,
constantes) sin influir en ninguno de lparametros intensivos”, del segundo
conjunto.

En cuanto a la nomenclatura, las transiciones de segarden en las que la
entropia molar ds se incluye entre el conjunto de variables que cooperan pari
producir la transicion se denominaransiciones orderdesorden.Aquellas transi
ciones en las que ktropia se encuentra sélo formando parte del segundo conjuntc
de uariables indiferentesse conocen comtransiciones de desplazamiento.

Si admitimos que se cumplen las ecuaciones 9.3436, la forma cuadratica
(ecuacién 9.35) se convierte en

1< N
d*u = 3 S ‘;k I (d Pk- 1)2 + iv; '//fk 1 dxj dxk (9'37)

El segundo sumatorio puede considerarse ahora definido positado que
ya hemos garantizado qu¥u puede tomar un valor cero por la ecuacion 9.34.
Introduzcamos la nueva variable

t+1

d(P, ) = ) Wit dx, (9.38)
s+1
que representa la diferencial &e,, paraP,, P,,.... P,_,, x, constantes. En
tonces
s—1 _ 1 s
du = 3 — (dP ) + 3 ¢s dprs, )+ Z S dx;dx, (9.39)
0 s+1 st2
donde
k
M=uP,. ...P_,P.,,....,P]l=u- i=Zo Pyx; (9.40)

(J#s)
Continuando el proceso, se llega finalmente a

%si] S @PT ) + Y — = PN (9.41)

kk s+1 ‘//

d*u =
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y, para que el segundo sumatorio sea definido positivo, se requiere que

Wt = (ﬁ) >0 (9.42)

6xk Pi, oo Py 1. xs Pova, oo Procy X1, o0 X -1

Resumiendo los criterios sobre caracter ((positammidefinido» que hemos
encontrado hasta este momento, tenemos

ﬁkl—u[Po,...,Pk_l]kk>0, k<s (9.43)
=[Py ..., P_,,P >0, k>s (9.44)

kk s—1° 7 s+12 -t Pk'l]kk

w =ulPo . P ]e =0, k>s (9.45)

El aspecto final del andlisis esta relacionado con los términosiée superior
que aseguran la estabilidad en la regién critica, aun cuando los térdersegundo
orden puedan anularse. Al igual que en las ecuaci®®e% 16y su analoga general
(8.49), podemos escribir el desarrollo @&’ hasta el cuarto orden:

AU = X[d% + du +d'u + .. -] (9.46)

donde los términos lineales se anulan de la maregitual. Los términos dee-
gundo orden vienen dados por la ecuaddb,y

du = 3l i Uy, dx; dx; dx, (9.47)
d*u = X _Z Uy dX; dx; dx, dx, (9.48)
0

Para analizar los términos de tergecuarto orden de forma paralela a como
hicimos con los de segundo orden, debemos realizar la transformdei&coor
denadas de las variablés,, dx,. ..., dx,_, a las variablegP,, dP{, ..., dP:_Z,
del mismo modo que en la ecuaci®r85.El término principal de tercer orden se
convierte entonces ey '(dx,)?, y el término principal de cuarto orden se eon
vierte eny?_ '(dx)*. Segun la figured.17(B), se requiere que los términos de tercer

orden se anuleg que los términos de cuarto orden sean positivos. Las condicions
necesarias (pero no suficientes) dadas por Tisza son

2
- (Q}) -0 (9.49)

(9.50)
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En resumen, las ecuaciones 9%385 y 9.499.50 definen una region critica.
Volvamos ahora nuestra atencion a las consecuencias fisicas del compodamient
critico. En particular, demostraremos que diversas magnitudes (taifee s
calores especificos y las compresibilidades) se hacen infinitas en la region critica
El comportamiento infinito del calor especificppara un punto critico simple
gasliquido puede anticiparse sobre la base de la fiuraConsideremos el puntd
de la figura 9.7, que representa una mezcla de liquiglms. Si sc aporta calor a este
sistema de dos fases, se evapora cierta cantidad del liguéhaperatura constante
y el puntoT simplemente sdesplaza haciaD. Asi, el calor especificoen este sistema
de dos fases aparenta ser infinito.
Consideremos ahora diversos puntos pertenecientes a la region de dos fase:
de la figura 9.9. A medida que estos puntos se aproximan al puititbqidentifi-
cado porO = D), la diferencia entre los volimenes especificos de las dos fases
desaparece. En el punto critico las dos fases se hacen idénticas,nded@ique
no puede observarse discontinuidad alguna en sus pa@sretensivos. Pero el
valor infinito del calor especifico persiste como indicio de la inestabilidad incipiente.
Para llegar a la conclusién de valores infinitos con mayor generakdadi
deremos la magnitud

)
* opP, Pouee Pyt Xsagsenn | 6x, Ponees Pyt i Xsttnen: wis_]

(9.51)

Por la ecuaciéon 9.45, vemos que esta magnitud se hace infinita.
Consideremos ahora la magnity$,, conj < s. Tenemos

A
a
(/PS Py...., P~ i X541,
axs Po...., Pe_t Xs41y 6Xs Po,....Ps_1.,X5+1,

= =Yy WL U<y (9.52)

y de nuevo esta magnitud se hace infinita por la ecuacion 9.45.
Finalmente, consideremosy;, con j, k < s. Podemos demostrar (problema
9.81) que

Il

v

l’ba_-— 1'«//5 -1
Ve =¥ — ’—d/—’% U, k<59 (9.53)
y esta magnitud se hace también infinita.
Estas tres ultimas ecuaciones pueden resumirse en la siguiente canclusié

.
cx,

p@lzwﬁﬁ 'am; Jk < (9.54)
INYS i/ Po, o Poxset ...
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Las magnitudegs;, son los elementos dergatriz de deformabilidadel apéndices,
y la conclusién(9.54) puede obtenerse mas directamente por inversion de la me
de rigidez que se define en el mismo apéndice.
La ecuacior®.54describe la propieddtkica més significativa de la region critica.
Como ilustracién sencilla de un punto critico, consideremos uers&de un
solo componente con un punto critico tal como el represeng¢adia figura9.10.
Seadx, = ds y dx, = dv. Los dos coeficientes significativos son

u  OT
"//00 = uoo = E = g = T/Cv (955)
A2
o Of 0P> 1
=L () -— 9.56
o <6v UKy ©-36)

Si el punto critico esta determinado p/?,, de tal modo que tantds comodv
cooperan al comportamiento critico, tendremos

(if) =0 porla ecuaciér®.45 (9.57)
YT
<02p> porla ecuacion9.49 (9.58)
o)~
~ (62) .o Porlaecuacior.50 (9.59)
av3 T
0,36}

0,28} -
0,24 L 1
200 400 600

T(°C}

Fig. 9.18 Calor especifico del cuarzo cerca de una transiciéon de fase de segundo ¢
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Ademas, por la ecuacion 9.54,

0
(5))) = ¢p/T > ® (9.60)
Ov Js

DY e = 9.61
GRS o

y

v

— = VK, — 9.
(8P>7- UKy = 00 9.62)

Las observaciones 5, ay k, en el punto critico de sistemas de un solo eom
ponente, y en las transiciones de segundo orden de los diversos sistemias ates
en la introduccion de esta seccion, corroboran la prediccion deeséxtraordi
nariamente altos de estas magnitudes. En la figu&se Tepresenta el calor-es
pecifico del cuarzo en la proximidad de la transicion de fase de degarden.
Problemas—Seccion 9.8

9.8-1. Dedlzcase la ecuacié®53 escribiendo

s ox; .
= ((?’i)’, U<y

dondelas variablesP,,, ..., P,_,. x,.,, ... se han suprimido en la notacion de la derivada
parcial. Ahora, considerandg, como funcion deP,, x, (y de las variables suprimidas),

tenemos
d XN ap, 4 (C9) ax
Ix. = |
! oP, )., * éxJp, °

ox; ox; N éx; Oxg
P Sy \@P).,  \ix,Jp \2P/p,

etc

9.9 Teoria de Ehrenfest de las transiciones de fase de segundo orden

La teoria de Ehrenfest de las transiciones de fase de segutheloyade 6rdenes
superiores es, en realidad, poatas que una clasificacion. Recordaremos que
Ehrenfest fue el primero en sefialar la posibilidad de traoteés de ordem-simo
en las que la funcion molar de Gib$ysus derivadas de orden-n 1 son continuas,
mientras que las derivadas de ordesimo sufren saltodiscontinuos.

Ehrenfest indic6 tambiémue si tales transiciones existian realmente, serian
de aplicacion ciertas expresiones analogas a las enexcide Clausiu€lapeyron.
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Consideremos una transicién de fase de segundo oydsupongamos que la
linea de fases aparece como se muestra en la figura 9.12. Entonces, puest
U = v, YU, = vg tenemos

Vg — Uy = Ug — Uy (9.63)
o av o' ov'
LN ar ) dP = =) dT + |—| dP 9.64
(6T>P ! <6P>T (OT)[, <6P>T O
de donde
dP _ Ax (9.65)
dT  Aky

Anélogamente, partiendo de la continuidad admitida parmtropia molar,

d_P = iA—C—” (9.66)
dT T Ax

Estas ecuaciones analogas a laGl#susius-Clapeyron Se conocen comecuaciones
de Ehrenfest.

Para una transicion de tercer orden del tipo de Ehrenfest, noseélan con
tinuosg, s y 0, sino que lo serian,, a y »,. Las derivadas de,, x y k experimen
tarian saltos discontinuos. Es facil demostrar que las ecuaciones defeshre
resultantes son

dP 1 Aic,/oT),

(TT _ ﬁm 9.67)
dP B A(6a/0T),

7 AT -
dp _ A0%[OP)y (9.69)

dT ~ A(@x,/0P),

Lamentablemente, no se han encontrado casos de traresaie orden superior
de Ehrenfest, salvo la transicion de segundo orden depescnductores a campc
magnético cero.
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El postulado de Nernst

10.1 Comentarios estadisticos cualitativos

De los principios generales de la termodinamica clasica, el Unico aspecto q!
gueda por examinar es el desarrollo de las consecuenciasstellgdolV. Dicho
postulado se refiere a Enulacién de laentropia en el cero de temperaturg,suele
recibir el nombre de@ostulado de Nernst.

En realidad, el postulado formulado por Nernst era atgmos tajante que
nuestro postuladdV. La formulacion de Nernst fue qua variacion de entropia
en cualquier proceso isotérmico se aproxima a cero edigha que la temperatura
a la que ocurre el proceso re aproxima también a cdra.expresion mas rigurosa,
que hemos adoptado nosotros, fue sugerida mas tardelaockP

Es evidente que la forma de Planck del postulado comprendeetmplkintea
miento original de Nernst. Consideremos dos estadpB. Si S,y S, se aproximan
ambas a cero a medida que la temperatura se aproxima a @econto requiere
la formulacion de Planck, entonces el cambioetieropia en el proces®A — B
se aproxima también a cero, tal como requiere el enunciadgeatnst. La inversa,
desde luego, no es cierta.

Aunque procuramos evitar la introduccidon de considerses de mecénica
estadistica en nuestra teoria general, podemos adquiriconocimiento mas
profundo del significado fisico fundamental del enunciado de Planck mediant
una referencia cualitativa a la estadistica. A un estado tenméotco (macros-
copico) dado corresponden generalmente muchos estados mipicssEl sis
tema experimenta transiciones continuas entre esto®estados durante el curso
de una sola observacidbn macroscopica.eh@opia es proporcional al logaritmo
del nimero de estos microestados. El enunciado de Plarglica, pues, qua la
temperatura cero el estado macroscpico consta de eolamnunicomicroestado.

O sea, existe un microestado particular de menor energiaaqlos tos demas,
y este microestado solamente se ocupa a la temperatura cero

La justificacion estadisticouéntica de la afirmacion de Planck es menos directa
que la justificaciéon de los restantes postulados termodindmicos. Saleatutiene
mas de abstraccidén razonable a partir de un gran nude@lculos especificos
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gue de teorema susceptible de una demostracién general rigi&stsaes, muchos
calculos de modelos especificos conducen a estados Unicos (es«decitegene
rados») de energia minimAsi, se encuentra que la configuracion de energia minim
de toda aleacién es, o bien un estado ordenado particulan, estado separado
en dos fases puras; en cualquiera de los casos, una cosefigursingular Unica.

En algunos casos, sin embargo, los célculos de la mecén#éntica han con
ducido a resultados en los cuales varios estados tienen igarjia y son simul
tdneamente los estados de energia minima. Tales sisteolasan la afirmacién
de Planck. Pero se ha encontrado generalmente, en un exanseprofando, que
estos calculos tedricos estan basados en modelgdifsiados, y generalmente
es posible encontrar alguna pequefia interacci@vigmente ignorada, que con
curre para hacer que un microestado tenga una energfarignte menor que los
restantesAsi, es una interaccion extremadamente pequefia entre los sitdean
cristal, transmitida indirectamente del ndcleo a étectrones y de éstos a otro
nucleo, la que asegura que las direcciones de los espitdesanes estdn ordenadas
en el estado de energia minima. Si se ignora esta pequefifggnaccion, todas las
configuraciones de las direcciones de los espines nedlei#@nen igual energia,
y parece entonces que no se cumple la afirmacién de Planck.

Existen ciertos casos notables en los que los calculos contintredodaas de
un estado de energia minimasi, una aleacién con dos tipos de atomésy B,
puede ordenarsé&BAB.... De un modo igualmente satisfactorio. puede erde
narseBABA.... Esto es, hay dos estados minimos equivalentes. Analagame
un material ferromagnético tiene sus espines eleciodnalineados, pero éstos
pueden alinearse de modo igualmente satisfactorionendireccién que en otra.
Es decir, que podemos intercambiar los polos norte y sur dienan permanente
sin alterar su energia. Casos tales como éstos son lpglifidles de reconciliar
con la afirmacién de Planck. Sin embargo, en tales casos dimise presentes
dos hechos. El primero de ellos es que se han ignorado kErmagiones inevitables
entre el sistema dady otros sistemas del universo; es razonable esperar que
se incluyera la interaccion extremadamente pequefia del j@ananente con otros
imanes existentes en el universo, una direccidon particulaind@éh pasaria a ser
la de minima energia¥ el segundo hecho a tener en cuenta es que las transiciol
entre los estados equivalentes en estos casos implicanegraachbiosnacrosco-
picos. Durante una medida macroscopica no se produaesitiones entre estos
estados equivalentes, por lo que el nUmefetivo de microestados subyacentes
es sélo la unidad después de todo. Asi. los polos nortegesuniman no seinter-
cambian en el curso de una medida fisem la practica. un solo microestado simple
contribuye a la observacién macroscoépica, y la asercionldecR es realmente
valida.

Otra posible fuente de duda acerca de la validez de la afirma@6Rlahck
reside en nuestro desconocimiento de las coordenadas inearesl En efecto.
aun cuando hemos comprobado que las posiciones de los istées @denadas
en una aleacién, y aun cuando los espines electrénicéa astmismo ordenados,
quedan todavia otros parametros microscopicos inaccesibles a la atiéarva
No sabemos qué coordenadas pueden describir adecuagamentructura interna
de los ndcleos. y ciertamente no se ha demostrado/jacexperimental que estas
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coordenadas estén completamente ordenadas en el cero derdeumgs. Sin
embargo, toda expectativa razonable favorece la validez absdéula afirmacion
de Planck. Ademas, los calculos estadisticos revelan g fad contribuciones
a laentropia procedentes de las coordenadas idnicas, de las coordedadsspin
y de las coordenadas intranucleares son aditivasc#dd, contribucién se aproxima
a cero por separado. Si las coordenadas intranucleares @squara otras coer
denadas sutiles) se ignoran por completo en un célculo estadistiafirmacion
de Planck mantiene su validez con respecto a todas las coordematladas
explicitamente; y si en una medida termodinamica no serefdda contribucion
a la entropia de estas coordenadas sutiles, la afirmacion de Planck conserva s
validez con respecto a las contribuciones de entropia t®rdacuenta. Esta es
la consideracion fundamental que justifica la adopcién de la afitmate Planck.

Con esta vindicacion, adoptaremos sin mas el postulado delagentropia
de cualquier sistema en equilibrio se aproxima a cero codne O y pasaremos
a investigar las consecuencias de este postulado.

10.2 Calores especificoy otras derivadas a baja temperatura

Algunas derivadas se anulan en la temperatura cero como cmmssa del
postulado de Nernst. Entre ellas se encuentran los calores especilicasyamos
a demostrar.

Consideremos los dos estadasy B en el diagramaTl-V de la figura 10.1. El
estadoB se encuentra a temperatura cero, y, por consiguienttsepia es nula.
La entropia en el puntoA puede relacionarse con la del pufd@or una integral
realizada a lo largo de la linea vertical de la figura 10.1

Ty QS
S, =S f i dT 10.1
4 i " 0 <6T)V.N1<N2,... ( )

T4 Ne,
S, =58+ L T

La entropiaS, tiene que ser finita. Pero, para que la integral de laaénal0.2
sea convergente en el limite inferior, es necesario que

dT (10.2)

¢, =0 cuando T-0 (10.3)

Observemos que para llegar a esta conclusién la asignaeién galor particular
a S, es irrelevante; la anulacién del calor especifico depende exclusivardeht
hecho de que la entropia dmita paraT = 0.

Si en el razonamiento presentado se sustituye el volumen pprekion, la
conclusién es

cp =0 cuando T-0 (10.4)

Todos los calores especificas anulan a temperatura cero.
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V—s

Fig. 101 El camino de integracién de la ecuacidf.l

Consideremos ahora la deriva(dS/dP),, es decir, la variacion dentropia
por unidad de variacién de presién en condiciones isot@sni®e acuerdo con
el postulado de Nemst, la variacion elgropia en un aumento de presién en eon
diciones isotérmicas (o en cualquier otro procestérmico) se anula a temperatura
cero. La consecuencia inmediata es

oS
hadl TN T-0 10.
( 3 P)r 0 cuando - (10.5)

N /

De acuerdo con el diagrama mnemotécnico, esto es equigate la afirmacion
de que

(-Z—IT/>P -0 cuando T-0 (10.6)
o sea
a—-0 cuando T-0 (10.7)

El coeficiente de dilatacion se anula a temperatura cero.

Repitamos nuevamente este tratamiento logico, intercambiando pmdepa
de volumeny presioén. La variacion de entropia en una expansion isitér se
anula a temperatura cero, luego

oS
— T - 10.8
<6V>T -0 cuando 0 (10.8)

y, de acuerdo con el diagrama mnemotécnico,

(2—1;>V -0 cuando T-0 (10.9)

Para desarrollar las ecuaciones generales anélogas a las ecud€ignE:9,
sea X, el volumen o cualquiera de los nimeros de moles en la ecuiaidna-
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mentalU = U(S, X, X,,...). Entonces, segun la ecuacion 10.8,

(?_S> -0 cuando T-0 (10.10)
CXk T,X1,X2 Xe -1, Xk+1,...

y, por la correspondiente relacion de Maxwell,

0P,
—-— -0 cuando T-0 (10.11)
0T)x, x,..

X, ulT] T

u ulr, A,

S Ulp,] Py

Ademas, de acuerdo con la ecuacion 10.5,

<§> -0 cuando T-0 (10.12)

aPk T.X1.X2,..., Xie—1:Xk+1..0.

v Nnuevamente, por la relacién de Maxwell apropiada,

(aTX—“> -0 cuando T-0 (10.13)
T Jx, X oo XK1 Pr Xkt 1.

Las ecuaciones 10.41D.13 constituyen el resultado general, del que las ecuacior
10.510.9 son casos especiales.

10.3 Principio de Thomsep Berthelot

El principio de Thomseny Berthelot es una regla empirica para la prediccion
de los estados de equilibrio en ciertos tipos de procesos. Fue precisamente e
nexion con su intento de encontrar la base teérica racional de este principio
pirico como Nernst llegé a su postulado. El principioi®msen-Berthelot cons
tituye todavia una regla util en quimica, y nos proporciona ahora una aplicac
instructiva del postulado de Nernst.

Consideremos un sistema mantenido a temperatymesion constantes por
contacto con fuentes apropiadas y que se relaja desde un cierto estado inicia
eliminacion de sus ligadurafe acuerdo con el principio empirico de Thomser
v Berthelot, el estado de equilibrio hacia el que evoluciona el sistema es aquél
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desprende la mayor cantidad de calor, o bien, en el lenguaje mas «seuaaliza
el proceso masxotérmico». Subrayaremos que el término proceso se utiipa
en el sentido estatico de la termodindmica clasica, tariaando Unicamente estado'
iniciales y finales, y no la dinamica intermedia.

La expresion formal del principio de Thomsen y Berthelot se estalde un
modo muy conveniente en términos de la entalpia. Renwslgue en los procesos
isobaricosactua como potencial de calor. de forma que el calor total desgido €5

Calor desprendide- H, H, (10.14)

inicial — inal

El enunciado de Thomsen y Berthelot es, por tanto, eqivala la afirmacion
de que el estado de equilibrio es aquél que maximiza,,, — H,., © aquél que
minimiza H,,,. Por otra parte, sabemos que el criterio termodinAméiinéo
para el estado de equilibrio alcanzadd w P constantes es que la funcion de Gibb
sea minima. El problema al que tenia que enfrentarse Neral siguiente,Cual
eslarazdn de que el minimo e&alpia permita predecir en tantos casos los mismc
estados de equilibrio que el minimo de la funciéon de Gibbs?

Empiricamente, el principio de Thomsen y Berthelot Itasger fiable sélo si
la temperatura no es demasiado alta. Para muchos sistemas es absoletal
fiable a la temperatura ambiente, pero falla claramenterpédeaturas elevadas.
La clave del principio estriba, por tanto, en un examen de la situacibaja tem
peratura.

Puesto qu& = H — TS para ambos estados, inicial y final, las variaciones ¢
entalpia, de la funcion de Gibbs y deitdropia en el proceso estan relacionadas pc

AG = AH — TAS (10.15)

Por consiguiente, el mero hecho de difeesté acotado a temperatura cero implic
que AG y AH se hacen idénticos a esa temperatura. Pero, por supékgtmcipio
de Thomsen y Berthelot no se aplica generalmente adeatyra cero. La cuestion
es averiguar por qudG y AH siguen siendo aproximadamente iguales a lo larg
de un intervalo considerable de temperaturas superi@rés= 0.

Dividiendo en la ecuacién 10.15 p@i tenemos

AH — AG _
T

Tanto el numerador como el denominador se aproximan a cerediden queT
tiende a cero, y la relacién se aproxima al valorA&a temperatura cero. Para
evaluar el limite de la expresion indeterminada, empleardancegyla del’Hopital,
derivando numerador y denominador:

d AH (dAG\ ¢
<TT )T_O (%7 )., = lim AS (10.17)

AS (10.16)

El postulado de Nernst implica, por tanto, que

d AH d AG
- 1
< dT ),_0 < dT >T=0 (10.18)
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Si se representan graficamemt€ y AH en funcion deT, el postulado de Nernst

asegura no sélo que los valores son iguales faraO, sino que sus pendientes
son también iguales, como se indica en la figlite2. Los cambios de la funcion

S
AH

7 —
Fig. 10.2 Tlustracién del principio de Thomsery Berthelot.

de Gibbs y de lantalpia son, por consiguiente, muy aproximadamente iguales
a lo largo de un intervalo considerable de temperatumaguk justifica la validez
aproximada del principio de Thomsen y Berthelot a estagperaturas.

Se observara que las pendientedAdty AG son ambas nulas en la figuid.2.
Esto se sigue del hecho de que

d AH dH
(42) - a(%) - ac, 019

y de que el calor especifico se anula a temperatura cero, como se deemsa
ecuacionl10.4.

10.4 La ((inaccesibilidad)) de la temperatura cero

Se hacen a veces pomposas afirmaciones en el sentido de que absetoto
de temperatura no puede alcanzarse nunca por ningin proeabzable fisica
mente. Se han alcanzado en el laboratorio temperatur@®deK, y no hay indi
cacién alguna de que no puedan alcanzarse temperaturd® te&k, 1071 K
o cualquier otra temperatura distinta de cero.. La pladdldl de que el estado de
temperaturaexactamentecero sea fisicamente realizable por algin proceso imagi
nable parece ser una cuestidon que no tiene relacion directa con la fisica. Noegbstar
el postulado de Nernst implica que no existe ningln proceso adiabsithple
gue conduzca desde una temperatura diferente de cero mper@ura cero. El
postulado de Nernst identifica la isoteriia= 0 haciéndola coincidir con ladia-
baticaS = 0, aunque las otras isotermgsadiabaticas son distintas. Puesto que
dos adiabaticas no pueden cortarse nunca, ninguna aideldiferente de&s = 0)
puede cortar la isoterm@ = 0. Por tanto, ningln proceso adiabatico iniciado a
temperatura diferente de cero puede conducir a la tempar&ero.
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(b)

Fig. 10.3 Isotermas y adiabaticas cerca de la temperatura cero.

La situacion descrita se indica esquematicamente en la figuda. En la fi-

gura 10.3b se representan las isotermas y las adiabaticas quenweblaostulado
de Nernst. Un proceso adiabatico iniciado a temperaT,rg conducido alo
largo del caminoA-B podria llevar en este caso a la temperatura cero.

Se han propuesto diversas ideas sutiles e ingeniosas pas @pbcesos que

conduzcan al cero de temperatura, tales como la separdel@omponentesuper-
fluido del helio liquido por medio de tubos capilares finos.t&eos los casos se ha
encontrado alguna objecion de principio o de tipacpicad. El intento de idear un
método satisfactorio en principio constituye un pasagie teérico en el mejor
de los casos, intelectualmente desafiante pero de escasa impoftsinaia
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Resumen de los principios para
sistemas generales

11.1 Sistemas generales

A lo largo de los diez primeros capitulos se han dstado los principios de
la termodinamica para sistemas simples de forma tal que su generalizacion es
practicamente evidente por si misnYg.en cierto nimero de casos, tales como la
discusion de la estabilidad, hemos utilizado realmente al pie ld¢ra los enuncia
dos apropiados para sistemas generales.

El patréon de generalizacion es simplalirecto. La ecuacion fundamental de
un sistema simple es de la forma

U=US, V,N,N,, ..., N) _ (11.1y

El volumeny los nimeros de moles desempefian papeles simétsicosdemos
reexpresar la ecuacidi.1 en la forma simétrica

U= UXy, Xp, Xy, Xy ..., X) (11.2)

dondeX, representa la entropi&;, el volumen,y las X, restantes son los nimeros
de moles. Para generalizar a sistemas complejos, adoptaremos todoaigoro
anterior con respecto a la ecuacion 11.2, reinterpretamdpleinente logara-
metrosX,. Para sistemas generales, los parametros extensjvioeluyen diversos
pardmetros magnéticos, eléctricpelasticos, ademas de la entropia, el volumen
y los nimeros de moles. No vamos a intentar enumerar especificamentelsssli
nuevos parametros extensivos apropiados para los sistemas generales. Estos
introducen en los capitulos siguientes a medida que se considéeieiglualmente
diversos tipos especificos de sistemas. Anticiparemos simplemente aqui la existencii
de parametros extensivos adicionalgsdmitiremos que estos nuevos parametros
desempefian en la teoria papeles completamente sios&ranalogos a los papeles
del volumeny de los numeros de moles en los sistemas simples.

Para comodidad del lector, recapitularemos brevemlestgrincipales teore
mas de los diez primeros capitulos, empleando un lenguaje adecuado a los sistemz
generales.
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11.2 Postulados

Postulado I. Existen estados particulares (denominados estados de equilibrio)
que, macroscépicamente, quedan caracterizados por completo cisnepecifica
su energia interna U y un conjunto de pardmetros extensfyosy,, ..., X, que se
enumeraran mas adelante explicitamente.

Postulado II. Existe una funcién (denominada entropia) de los parame&®s
tensivos, definida para todos los estados de equilibrio, que tiene la propiedad siguient:
Los valores asumidos por los parametros extensivos en ausencia de ligaduras st
aquellos que nzaximizan lantropia respecto al conjunto de estados de equilibrio
ligados.

PostuladollIl. La entropia de un sistema compuesto @8tiva respecto a la de
los subsistemas constituyentger lo que laentropia de cada sistema constituyente
es una funcién de primer orden homogénea de los parametros extensives)rdpda
es continua Viiferenciable, y es una funcion monétonamente creciente de la energia.

PostuladolV. La entropia de cualquier sistema se anula en el estado para el que
T = (0U[08)x, x,.... = 0.

11.3 Pararnetros intensivos

La forma diferencial de la ecuacion fundamental es

t t
dU =TdS * Y P dX, =) P, dX, (11.3)
1 0
en la que
U
P == 11.
© =, (11.4)

t
El términoT 4S es el calor intercambiadp Y P, dX, es el trabajo. Los parametros

1
intensivos son funciones de los parametros extensivesds las relaciones fun
cionales las ecuaciones de estado. Ademas, las condicide equilibrio con res
pecto a una transferencia d§ entre dos subsistemas exigen la igualdad de los
parametros intensivosg,.
La relacion de Euler, que se sigue de la propiedad dbmsogénea de primer
orden, es

U=>YPrPx, (11.5)
0
y la relacion de Gibb®uhem es
Y X, dP, =0 (11.6)

En la representacion entropica se cumplen relacionel®gas
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11.4 Transformadas de Legendre

Una transformacién parcial de Legendre puede hacersenplazando las
variables X, X, X,, ..., X_ por P,, P,,..., P. La funcién transformada de
Legendre es

S

UP, P, ....,P]=U_- > PX, (1L.7)
0
Las variables naturales de esta funcién #n..., P, X.,,...., X, ylas de
rivadas naturales son
oU[P,, ..., P]
— = = X, k=0,1... 11
2P, X, 0,1,...,s (11.8)
oU[Py, ..., P]
_T_Pk k=s+1,...,¢t (11.9)
y por consiguiente
s 1
dU[P,, ..., P] =Y (-X)dP, + Y P, dX, (11.10)

4] s+1

Los valores de equilibrio de los parametros extensivos no lfggadain sistema
gue se encuentra en contacto con fuente®geP,, ..., P, constantes minimizan
Ulp,, ..., P paraP, ..., P, constantes.

11.5 Relaciones de Maxwell

Las derivadas parciales mixtas del potendi4lP,, ..., P,] son iguales, por
lo que, segun la ecuacidtt.10,

X, (X, .

— = k< 11.11
aPk (’;Pj S1 .]s ~ § ( )
oX; -0P, . .

—J _ i < k 11.1
oY, aP, si j<s Yy > 5 ( 2)
oP; P, .

= = i, k 11.13
X “ax S Ak (11.13)

En cada una de estas derivadas parciales, las varigbéedeben mantenerse cons
tantes son todas las del conjurpP,, ..., P, X.,.,, ..., X, excepto la variable
con respecto a la cual se realiza la derivada.

Las relaciones pueden leerse en el diagrama mnemotécnico de la figura 1
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X, ur... Pl ij
ur...] ur--p, Al
X, ul... P P

Fig. 11.1 Diagrama mnemotécnico termodindmico general. El potdnd/[...] es ls
transformada general de Legendre deEl potencialU[... Pl esU[. ..] - P.X,. Es decir.
U[... P;] esta transformada con respectoPaademas de todas las variables &§. . .]
Las restantes funciones se definen andlogamente.

11.6 Estabilidad y transiciones de fase

Los criterios de estabilidad son

(ﬂf) >0 paratodg (11.14)
ax}' Po....s Pi_1,xj4+y...., Xt -1
dondex; = Xj/X,.

Si no se satisfacen los criterios de estabilidad, el sister@descompone en dos
0 mas porciones, llamadas fases. Pueden deducirsas @ghlogas a la de las fases
de Gibbs para tipos particulares de sistemas complgjesy su forma general
carece de utilidad préctica.

Las fases criticas que constituyen el limite entre la estalilidéal y la inesta
bilidad se determinan por las condiciones (ecuacién 9.45)

oP
(“) =0 paratodo k 3s (11.15)
axs Po. Po { Xs41s.uns Xj -1

y (ecuaciones 9.49y 9.50)

0P

(—wﬂ ;) =0 (11.16)
0Xy JPoy . Pso i Xsh 1y Xe—
;3P

(Cn 3s> >0 (11.17)
('xs Po..... Pe 1, Xs+1,...Xe—1

En este«puntoy» critico, ciertos parametros observables dejan de estatados.
En particular (ecuacione&s4),

(‘3_)5k '
o, k< .1
((‘3Pj>’)0”“.}>s'x§‘1..“‘_,:(1 - 00 Js S ( 8)
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11.7 Propiedades a temperatura cero

Finalmente, para un sistema general, los calores especificos se anulan a ter
peratura cero

_ 0s
Coyxan... = T<6—T>x1.xzw -0 cuando T-0 (11.19)
y
Cor et Proxssn . -0 cuando T7-0 (11.20) SEGUNDA PARTE
Ademads, los cuatro tipos siguientes de derivadas se anulan a tearperaro:
25 Aplicaciones representativas
<—> -0 cuando T-0 (11.22)
axk 1.x1,..., Xl~ 13Xk +Tanne
(%) 50  cuando T -0 (11.22) Capitulos12-14
s -0 cuando T-0 (11.23)
0Pk ToX1,e o Xkm (X4 1enes
Y
% -0 cuando T-0 (11.24)
aT Xyyeies Xp -t PrXp+1,..n '

Las aplicaciones de la termodindmica se deducen de laplietaciones espe
cificas de estos teoremas cuando se identifican adecuadamente los dalafes
para sistemas particulares.
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Termodinamica quimica

12.1 Reacciones quimicas

En la segunda parte de este libro dedicamos nuestra ateaclos sistemas
complejos. Por medio de ejemplos especificos, demostraremos como el formal
sencillo desarrollado hasta ahora puede generalizarse asntipge de procesos
y nuevos tipos de parametros extensivos.

La primera generalizacion se hard a las reacciones quimicas. Los param
extensivos de los sistemas a estudiar son precisamente aqoelllms gue estamos
familiarizados: energia, entropia, volumen y los nlosede moles de los com
ponentes quimicos. Sin embargo, consideraremos un nupwodg proceso: la
reaccion quimica.

Una reaccién quimica es un proceso en el que los diversmsros de moles
del sistema cambian, aumentando unos a expensas de la dismidgcidimos.
Las relaciones entre los niumeros de moles cambiantes estan regidas feyes
basicas de la quimica y se describen por mediecdaciones quimicagscuaciones
guimicas tipicas son

2H, + O, =2H,0 (12.1)
20=0, (12.2)
3H, + SO, = SH, * 2H,0 (12.3)

El significado de la primera de estas ecuaciones es que los cambims minheros
de moles déi,, O, y H,O se hallan en la relacion de2: —1: +2. Las trescua-
ciones quimicas son, pues, equivalentes a las tres expresiones sguient

dNy, :dNy, :dNy o= =2 :—1:+2 (12.4)
dNy :dN, = =2 :+1 (12.5)
dN,, ANy, 1 dNg, < dNy o= —3:—1:+1:+2 (12.6)
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Definiremos un factor de proporcionalidady, tal que la ecuacion 12.&
la 12.4) implica

dNy, = —2dN,  dN, = —dN, dNy, = +2dN (127

2 Oz -

Anéalogamente, la ecuacion 12.2 (o la 12.5) implica
dNy = —2dN,  dN, = dN (12.8)
En general, una ecuacién quimica puede escribirse de la forma
VIAL + VA, + v AL (S VA T A T (12.9)

donde A, son los simbolos de los constituyentes quinyiepsson nimeros enteros
positivos pequefios, denominadagficientes estequiométricosTal ecuacionqui-
mica es la notacidén que los quimicos utilizan para represehtamjunto descua-
ciones

dN, = —v/dN si  j<k (12.10)

dN, = +v/dN si  j>k (12.11)
Es conveniente definir otra serie de coeficientes estequiométricos mediant
vi= v st j<k (12.12)

vi=+v osi jzk (12.13)
Los coeficientes estequiométricesson negativos para las sustancias reaccionan
0 «reactivos», y positivos para los «productos» en la ecuacion 12.9. Pasando tc
los términos al segundo miembro de la ecuacion 12.9, podremos escribicesta

0=Y vA, (12.14)

J
dN; = v, dN (12.15)

La identificacion de los reactivog de los productos en una ecuacion quimic
no es Unica, dado que la reaccidon puede transcurrir en ambas direcciones.-La
nacion de una direccién convencional es puramente arbitraoa,signos absolutos
de los coeficienter; no tienen ningln significado fisico (aunque el signo relati
de dos coeficientes esta definido. por supuesto). Un convenio adoptado teerrit
mente es tomar la direccion de la reaccién como aquélla en que la mistra- es
térmica, de acuerdo con el principio de Thomsen y Berthelot (seccién 10.3). E
seccion 12.5 consideraremos la cuestién de la absorcion o el déispieio de
calor en el curso de la reaccién quimica.
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12.2 Equilibrio quimico

El tratamiento termodinamico de los procesos quimiesscompletamente
analogo altratamicnto de los procesos de los sistemas simples. Consideremos
sistema conr componentes quimicos, entre los cuales puede tener lugeadaion
quimica

0= vA, (12.16)
L

Si alguno de los componentes no interviene en la reaccion, el coefieiempeio-
métrico correspondiente es cero, de manera que la suma se realiza fentalr
considerando todos los componentes. El cambio en la furd@6Gibbs asociado
a un cambio virtual de losimeros de moles es

dG = Y p,dN, (12.17)

Pero los cambios de los nimeros de moles estan relacionados con los coefici
estequiométricos, por lo que

- (Z ijj) AN (12.18)
1

Si el sistema esta en contacto con fuentes de tempenatpiresion (la atmésfera
que lo rodea), la condiciode equilibrio es quedG se anule para cualquier valor
de dN, es decir, que

r

Yovi; =0 (12.19)
1

Esta es la condicion del equilibrio quimico. Es analoga atadicion de igualdad
de temperatura para los procesos de intercambio calorifico, de iguaédprksion
para los cambios de volumen, o de igualdad de poteggcitthico para el flujo
de materia.

Si el sistema contiene originalmenN; moles del primer componentey,"
moles del segundo componente. etc., la reaccién quimica se verifi@Engrado
y los nimeros de moles finales sbh, N,, ..., N,. La ecuacion quimica requiere
gue para todo valor dg

~

N, = N; + dej = N7 + v, AN (12.20)

J

Por consiguiente, queda solamente una cantidad por ndigt@r. el parametro
Unico AN. Cada uno de los potenciales quimicos de la ecuacion 12.1%e e
presarse en funcion dé&. Py los nimeros de moles. ST y P son conocidos, la
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ecuacion 12.19 es una sola ecuacion con la Gnica incgiNtay por consiguiente
permite la resolucién explicita del problema.

12.3 Grado de reaccion

Si AN aumenta suficientemente. uno de los nimeros de mélgmdria llegar
a haccrsc negativo. Es decir, si la reaccién avanza, finalmente uno de los -reac
nantes llega a agotarsEl valor maximo deAN para el que todos los valords
siguen siendo positivos define por consiguiente el mayor avance imagiretale d
reaccién. Analogamente. el valor algebraicamente ninige AN para el cual
todos los valoresV; siguen siendo positivos define cl mayor avance imaginabl
de la reaccion mversa El valor real 4& en el equilibrio puede ser cualquier valor
comprendido entre estos dos extremosgiado de reaccion ¢ se define como
e = SN A (12.21)
A]Vmax - ANmin

Es posible que una solucion directa de la ecuacion del equilibfiaigo (12.19)
dé un valor deAN mayor queAN_, o menor queAN, . . En tal caso, el proceso
termina con el agotamiento de uno de los componentes. Laaondle la ecuacion
12.19 no es satisfecha por el sistema, pero éste alcanza el valgreméesio de
]kauk) compatible con valores no negativos Me El grado de reaccion es entonces
cero o la unidad, y se dice que la reacciorwesnpleta».

Como ejemplo concreto, supongamos que se introducemn gacipiente; mol
de SH,, 2 mol de H,0, 2 mol deH, y 1 mol de SO,. El sistema se mantiene a le
temperatura de 3°C y a la presién del atm.I.os constituyentes quimicos pueden
sufrir la reaccién quimica de la ecuacién 12.3. Entonces, lacodndle equilibrio es

=3py, — Hso, + Mgy, + 2,0 =0 (12.22)
y
Ny, =2 - 38N (12.23)
Ngo, = 1 — AN (12.24)
Ngy, =% + AN (12.25)
Nyo =3 + 20N (12.26)

Si se conociesen todos los potenciales quimicos en funcidn e los N,. podria
mos insertar las ecuaciones 1212326 en la ecuacién 12.22 y hallar A¥¥. Su
pongamos que la solucién A& = ,y calculemos el grado de reaccionASS‘f’~ $,
entoncesVy, se hace cero por la ecuacion 12.23; este valdriés, . Si AN = —#-
entonccsNH o Se hace cero; este valor AN,,. El grado de reaccion es, por ¢on
siguiente,+.

Supongamos, sin embargo, que disminuye la temperaturae jyasolucion de
la ecuacion 12.22 da entonces el vaIOIAA, = 0,8. Este valor es mayor qu@me
La solucién verdadera sV = AN, = 2, y el grado de reaccion es la unidad.
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12.4 Reacciones simultaneas
Si son posibles dos 0 mas reacciones quimicas entre Isdittyentes de un

sistema, cada reaccion da lugar a una condiciéon de equilibrio simila de la
ecuacién 12.19. Para demostrar que esto es asi, consideremasadomnes

0= Y viVA, (12.27)
1

0= Y VA, (12.28)
1

En cada una de ellas seran nulos los coeficientes estequiométricos codiespes

a los constituyentes que no intervienen en la reacciéna Raprimera reaccion

definiremos un factor de proporcionaliddN", y dN® para la segunda.
Entonces.

dN{" = v dN» (12.29)
dN?) = v dN® (12.30)

La variacion totaliV; es la suma de los cambios parciales debidos a cada reaccior
dN; = dN\" + dN? (12.31)

La variacién virtual de la funcién de Gibbs es

dG = ) ;dN, (12.32)
1

\J

dG = (Z v;lmj>dﬁ<“ " {Zv;.”uj)dﬁm (12.33)
i

ComodG tiene que anularse para valores cualesquieldV" y dedN‘*, llegamos
a la conclusién de que

Yl =0 (12.34)

Y v = 0 (12.35)
1

Estas dos ecuaciones simultaneas permiten la evaluaciémsddols incdgnitas
AN y AN?) las cuales, a su vez. determinan todos los nimeros de molgs en
equilibrio a través de las ecuaciones

< Vi (2 Y
N, = Ni 4 v(DAN® 4 v AR (12.36)
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El concepto de grado de reaccién naigksi esta permitida mas de uraaccion.
Yy no es nuestra intencion ampliar su definiciéon a este caso.

12.5 Calor de reaccion

Cuando una reaccioén quimica tiene lugar a temperajuseesionconstantes.
puede desprenderse o absorberse calor. Para investigar esterfenéooedemos
que la entalpia actia como un ((potencial del intercamsbiorifico» a presién
constante (seccié® 3).por lo que el intercambio de calor esta asociado a urbzam
de entalpia. La relacion entre datalpia y la funcién de Gibbs es

H=G+ TS (12.37)

\
H-6-1% (12.38)
CT P N{,Na....

Si se produce una reaccién quimica infinitesiatsl tantoH comoG se modifican

dH = “2 dN = =L dN

_dH dG & 5 @ (dG
dN dN eT\dN

) dN (12.39)
P.Ni. N2,

Pero el cambio de la funcién de Gibbs es

dG = Z,uj dN; = (Z vj,uj>dN~ (12.40)
1 1
de donde
dG r
SN S 12.41
N (12.41)

En el equilibriodG/dN se anula, pero la derivada dG/dN con respecto a la tem
peratura no lo hace, por lo que en las proximidades del estadeqgudilibrio la
ecuacion 12.39 se convierte en

dH 7 (5
i _ 0 (. 12.42
dN ET(; ’ﬂ’>P.~,.~z...‘ e

La magnituddH/dN se conoce comoalor de reaccion;es el calor absorbido por
unidad de reaccion en las proximidades del estado de equilibrio. Esvpgsitra
las reaccionesndotérmicas y negativo para las reaccionegotérmicas.

Hemos supuesto que la reacciéon considerada no llega a completarse.
completase, la suma de la ecuacién 12.41 no se anularia eradbeda equilibrio,
y esta suma apareceria como un término adicional en lxiécuh2.42.

Como la suma de la ecuaciéon 12.42 se anula para la composicién deramuil
es intuitivamente evidente que la derivada de esta cantidadespecto a laem-

[

-
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peratura esta relacionada con la dependencia detezctraciones de equilibrio
con respecto a la temperatura. Nos resultara convendasarrollar esta relacion
explicitamente sélo en el caso especial de los gases ideales, en la seccion 12.9
embargo, es interesante hacer naiauii la credibilidad de la relaciéy reconocer
que tal relacion permite medir el calor de reaccion por determinacidaess
composiciones de equilibrio a diversas temperaturas en lugaratzltigor expe
rimentos calorimétricos relativamente dificultosos.

12.6 La estabilidad y el principio de Le Chatelier
Los criterios de estabilidad en presencia de reacciones quimicas son consecue

del requisito de que la funcién de Gibbs tenga un valor mérongue, en el estado
de equilibrio,

2
% . (12.43)
Asi
d < .
oD iy > 0 (12.44)
1

Quizas la deduccion mas interesante que puede obtenerse del adegista
bilidad es la forma del principio de L€hitelier para los sistemas quimicos. Gon
sideremos en primer lugar el efecto de un cambio de terhpara presion constante;
demostraremos que un incremento de temperatura desglazaiilibrio quimico
en la direccion en que se absorbe calor. B

El desplazamiento del equilibrio viene descrito por el cambid&mproducido
por la variacién de temperatura dada. Hemos especificado la const@@cia
presién, y, puesto que lo que nos interesa es el equilibrimiqgaj la magnitud
Zvu; es tambien constante (de hecho, cersi, pues, estamos interesados en la
cantidad

N _ R/l ay (12.45)
T P, Ivju; (6Evi#j/6N)P~ T

El numerador esta relacionado con el calor de reaccion por la ecuacién 12.

por lo que
AN A -1
Gl R A (12.46)
T Jp 5, T\ ON dN

El segundo factor es positivo por el criterio de estabilidadt, lop que el signo de
(@N/@T), es el mismo que el del calor de reaccdH/dN. Para las reaccionesdo-
térmicas, un incremento de temperatura hace aumamiay para las exotérmicas
un incremento de temperatura hace guédisminuya. Resumiendasj seaumenta
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la temperatura a presion constante, el equilibrio quimico se desplaza étreccion
en quese absorbe calor.

Un resultado similar se alcanza como consecuencia de ani@cidn depresion
a temperatura constante. Tenemos

(ijf) (B ") (C—E—Viﬂ> (1247
or T. vy cpP T.aN N T.P

El significado del numerador se sigue del hecho de que

oG
25 = o
de donde
DRI %G 3G oV
oy e cv _r (12.48)
A P3N~ ONoP  ON

Alternativamente, podemos escribir

CZv . OU;
bl L — vy [ = Sy, 12.4
( ap )Mﬁ ZV!<6P>T_M_~2,,.. ke (e

y vemos de nuevo que esta magnitucd¥/6N, es decir, el cambio de volumen por
unidad de reaccion. La ecuaciéon 12.47 indica, por tante, & signo dedN/éP
es opuesto al d@V/éN. Ello equivale a decir quen incremento de lapresion a tem
peratura constante desplaza el equilibrio quimico en aquella direccién en que el
lumen total disminuye.

12.7 Regla de las fases de Gibbs para sistemas quimicos

La regla de las fases de Gibbs se modifica facilmente para adaptarla a-los !
temas quimicos.

Consideremos un sistema conomponenteg M fases, y repitamos el recuento
del nimero de grados de libertad, como en la secgiénSupondremos que son
posiblesc reacciones quimicas entre los componentes. (fo 2) parametros
intensivosT, P, 1y, U, ..., M, SON iguales en todas las fases por las condicione
de equilibrio para la transferencia de calor, volumen oemat Entre estogr + 2)
parametros se cumplen M ecuaciones de Gibbdem.y hay c ecuaciones de
equilibrio quimico (de la forma 12.27 o 12.28). Por consigigier®l niumero de
grados de libertad es

f=0r+2)-M—c (12.50)

El nimero maximo posible de fases coexistentes esc + 2.
Es interesante el caso especial de las reacciones quimicas canpletade los
componentes se agota y de hecho no aparece en el sistégreor@imos la existencia
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de este componentg nos olvidamos también de la ecuacién quimica asociad
tantor comocen la ecuacién 12.50 se reducen en una unidad. El numero de gra
de libertad queda inalteradp.todas las predicciones fisicas siguen siendo valide
en tanto que la reaccion quimica sea completa. Este hecho afootesaéspon
sable de la simplicidad de la termodinamica, la cual seria pamgnte intratable
si tuviera que considerarse explicitamente toda reaccion cuimiaginable.

Por ejemplo, consideremos un experimento quimico leque intervengan
soluciones acuosas de diversos aciglsales. En principio, el agua podria disociarse
en hidrégenoy oxigeno por la reaccién 12.1, pero esta reaccién llega a completa
por agotamiento del hidrogeno. En lugar Hg, O, y agua como componentes
(ademas de los diversos acidosales disueltos). sélo suelen considerarse explicit
mente el agug el O,, y se ignora la reaccion 12.1. De hecho. podemos comprenc
gue la consideracién explicita de todas las reacciones admisibles para este sis
exigiria que considerasemos no solo la reacciéon 12.1, sino también la 12:2, r
ciones analogas para la disociaciéon del hidréggnon nidmero enorme de reac
ciones que describen la formacion de una multitud de compdgjmsicos extrafios.

12.8 Reacciones quimicas en gases ideales

Para que el quimico pueda obtener respuestas numéricas espeunifioague
se refiere a la composicién de equilibrio en un sistema partidigae que conocer
la forma explicita de la ecuacion de estade- u(T, P,N,,N,. ...). A temperaturas
altas, cuando todos los componentes se hallan en la fase aalseesuacion de
estado de un gas ideal proporciona una buena descripcion aproximadaeteasist
Los resultados de las secciones precedentes se hacen entonces explétatiados.
Estos resultados tienen una importancia practica consideyabon interesantes
también como ilustraciones concretas de los principios generales. Estel de
este capitulo particularizaremos los resultados generales paesalespecifico
de las reacciones entre gases ideales.

El potencial quimico del 4simo componente de una mezcla de gases ideal
es (segun las ecuaciones Dy®.47)

= RTp(T) + RT In P + RT Inx, (12.51)
dondex, es la fraccion molaV,/ZN, La ecuacion del equilibrio quimico para
una reaccion con coeficientes estequiométriegsv,, ... es

Y v, = 0 (12.52)
1
de donde

Yvilnx, = Y v InP — Y v (T (12.53)

k k k
Escribiendo

InK(T) = = Y v(T) (12.54)
k
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tenemos
[]xx = P2K(T) (12.55,
k

Esta ecuacion es Iy de accién de masaka magnitudK(T) recibe el nombreie
constante de equilibripara la reaccién considerada. Si se conoce explicitark'efite
en funcién deT para una reaccion particular, las concentraciones de equilib
pueden calcularse por la ley de acciébn de masas.

Volviendo al ejemplo ilustrativo de las ecuaciond®.22-12.26, si la tempera-
tura es lo suficientemente alta para que todos los componentes pugatasen
tarse como gases ideales, tenemos

N =3IN, =425 - AN (12.364
0.5 + AN .-
xSH2= m (]23 1

y andlogamente para los demés componentes. La ley de accidragis se con
vierte entonces en

(0,5 + AN)(0.75 + 2AN)*(4,25 —
(2 — 3AN)}1 — AN)

AN) _ pir) (12.58)

Problemas—Seccion 12.8

12.81. A temperaturas superiores a 2@, el pentacloruro de fésforo se disocla
acuerdo con la reaccion

Ci,P = CLP + Cl,

Una muestra d€1,P quepesa 1.9 g se encuentra a la temperatura de ‘32§ ejerceuna pre-
sion de0.31 atm. Una vez que la reaccion ha alcanzado el equilibridafle que el sistema
ocupa un volumen de 2,4 litros. Determinese el grado decidisiny la constante de equi
librio.

12.82. La constante de equilibrio de la reaccion S=,S0, + 10, tiene el valor
0,540(atm)!/? paraT = 1000K. Si se introducéd mol de SO,y 2 moles de O, en un reci
pientey semantienen a una presion déatm, calctlese el nimero de moles de SO, present
en el equilibrio. La ecuacion parg,,, debe resolverse aproximadamente por métodos grafic
con una precision superic:l 20 por 100.

12.83. Seintroducen en una botella gdle COy 20g de O,. La temperatura se man
tiene a 5400R (Fahrenheit absolutos)la presion a2 atm. A esta temperaturala constante
de equilibrio para la reaccion

2CO + O, =2C0,
€S

K = 10°* atm
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(Cuantos gramos deCO, hay en la botella cuando se alcanza el equilibrio? Es surfiei
dar un sistema totalmente numérico de ecuaciones simadtanNo se requiere solucién
explicita.

12.8-4. Demuéstrese que el criterio de estabilidb2l44 se satisface si todos los cem
ponentes quimicos son gases ideales.

12.9 Dependencia de la constante de equilibrio con la temperatura

La constante de equilibrio esta definida por la ecuaciéon 12.5#€m®minos de
las funcionesp,. Estas funciones, a siez, se definen en funcién de las integrales
de los calores especificas,(T) por la ecuacion D.45

4T’

T T
RT¢, = h, — T(sy + RlnPy) — Tj FJ ep (T dT" (12.59)
To T4

dondeP, y T, son la presion y la temperatura del estado de referendig, W s,
son laentalpia molar y laentropia molar del componente gas idealskno en el
estado de referencia. Finalmente, recordemos que losesaespecificos,,(7)
pueden representarse como series de potencias de la termpecatuo en la ecua
cion D.33 o0 en la tabla D.2. Teniendo en cuenta todos émolsos, es evidente
que podemos escribk(T) explicitamente como una serie de potencias de T. cuyos
coeficientes estén relacionados con los coeficientes del desarrollo de los calo
especificos:p,.

La introduccién de la serie de potencias paggen la ecuacion 12.59, y de dicha
ecuacién enk(7T), da un resultado de la forma:

mkT) = (LN L e By CcT e DTP 4 (12:60)
RdN ), T
El relacionar los coeficientes de esta ecuacion con los de la taBlaelleia como

tarea para el lector. Al adoptar la notaci(%g]ﬁV para el coeficiente detér-

0
mino 1/7, hemos anticipado el significado fisico de este coeficiente como calo

de reaccion a temperatura cero. Este significado se obtiene dieti por inser
cién de la ecuacion 12.60 en la relacion de van't Hoff, que se deducirésenci@n
siguiente.

En la tabla 12.1 se dan los valores de los coeficientes de la ecuacién 12260 pz
varias reacciones quimicas representativas.

Los coeficientes de la tabla vienen definidos por

1 [dH
1 K(T) = —(== Al T+ B+ CT + DT?
og,, K(T) RT(dN)O + 0810

Los logaritmos estan en base 10, las dimensione&(dg son (atm)™, y T esta
expresada erK.
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Tabla 12.1 Dependencia de las constantes de equilibrio respedaotemperatura

()

R\«~N/, A B C D E
2H,0=2H, + O, - 24900 (- —~1.,08 0.965 » 10 * 0.139 A LO" -0,665x |0 ~"
N,0, = 2NO, - 2692 1.75 5,943 483 x 107 ~7.144 x 107"

AH=H, + 1, - 540.4 0.503 -2,350
2BrH = H, + Br, - 5223 0.553 -2.72
1, =20 -7550 +0.75 -0,440 -4.09 % 107 0,04726 » 107°

Problemas—Seccion 12.9
12.91. ;En que proporcion estd disociadolgla 0 Cy 1 atm de presionzEn que

grado varia el porcentaje de disociacion a medida que se elevanjzetatura'?

12.10 Calor de reaccion de las reacciones entre gases ideales

Siguiendo con la particularizacion de los resultados generales @acaso
especial delas reacciones entre gases ideales, vamos amnasigelcalor de reaccion.
Por la ecuacion 12.42 tenemos

dH

A
av - Ta%—-(zvjﬂj)P.Nl,Nz.... (12.61)

e, introduciendo la ecuacion 12.51,

dH @

o5 =~ Tap(RTZvg; + RTZvIn P + RTEy;In x) (12.62)
dH d
5= Sy - RT? ZYvg, (12.63)

Considerando quZv,u; se anula en el equilibrip recordando la definicion (ecua
cion 12.54) de la constante de equilibrio, se llega eclacion devan't Hoff"

dH d
ah _ rrr L k(T 12,64
v~ RU gy KD (12.64)

Al final de la seccion 12.1 hicimos referencia a la relacién entre el calor de reac
ciény la dependencia de la composicion de equilibrio con raspeta temperatura.
Esta relacion se hace explicita para los gases ideales por la relaci@n'tl Hoff.

Las determinaciones de la constante de equilibrio arsiagetemperaturas permiten
el célculo del calor de reaccion sin métodos calorimétricosolesstante de equi
librio se mide por determinacion directa de las concentra&seon
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Problemas—Seccion 12.10

12.101. (Cual es el calorde reaccion para la disociacion d€,0, en 2NO, a 0 “C?

12.162. Una sustancia hipotéticd, sufre una reaccién de disociacion de la forma
3A, =A, + A,
Las tres sustanciag,,. A, y A,. son gases ideales. Se observa que a la presichadmy
a la temperatura de 300 la susianciaA, esta disociada en un 40 pd®0. La elevacién de
la temperatura en 18 aumenta el porcentaje de disociacion al 41 pef. ;Cual es el calor
de reaccion?

12.11 Aditividad de las reacciones

Una reaccién quimica puede considerarse a veces como la suma de atras do
reacciones quimicas. Como ejemplo, sean las reacciones

2H, + O, = 2H,0 (12.65)
2CO + 0, =2C0, (12.66)
Restando algebraicamente estas dos ecuaciones seeobtien
2H, — 2CO = 2H,0 - 2CO, (12.67)
0, lo que es lo mismo,
2[H, + CO, = H,0 * CO] (12.68)
Demostraremos ahora que las magnitudek (i) de las diversas reacciones pueden
restarse del mismo modo.
Consideremos dos reacciones
0= ZyhA, (12.69)
0= IvPA, (12.70)

y una tercera reaccion obtenida multiplicando la prampor una constants,,
la segunda poB,, y sumando

0=3viVA; = Z(B vV + By)A, (12.71)

Supongamos que la constante de equilibrio de la primera reacsifn(E) y que
la de la segunda e&,(T). con lo que, por definicién,

In K,(T) = —SvOg(T) (12.72)
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y
In Ky(T) = - ZV}Z)d)j(T) (12.73

La constante de equilibrio para taaccién resultantegcuacién 12.71, viene defi
nida por una ecuacion analoga, de lo cual se sigue que

In Ky(T) = B, In K(T) + B, n K,(T) (12.74)

Debidoa esta aditividad, una tabla de coeficientes, tal como la tabla 12.1, pt
ampliarse a reacciones que sean sumas de las reacciones tabuladas.

Problemas—Seccién12.11

12.11-1. Hallese el calor de reaccion,®°C, para la reaccion
2IHEeH, + 21
12.11-2. De acuerdo con las ecuaciong&®.54y 12.59, podemos escribir

AH Tdr (7
RINK(T) = — S0+ AS, + J sz S (T AT
10" k

To 1o

Para la reaccion

H, + 10, =H,0
se nos da queAH, = —57100caly AS, = -3,50 cal/K. Para la reaccion

CO + 10, =CO,
se nos da quéAH, = -66800caly AS, = —4.46 cal/K. Los calores especificos de cadi
uno de los componentaegdan en la tabld.2. Hallese el grado de reaccion correspondien
a la reaccion

CO + H,0=CO, t+ H,

a la temperatura dd00K si inicialmente esta presentemol de cada una de las sustancia
COy H,O0.
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Sistemas soélidoselasticidad

13.1 Deformacion elastica

La descripcion adecuada del estado mecéanico de un solido es méas exigente qu
la de un fluido. Aunque el volumen es el Gnico pardmetro mecanico sxten
necesario para la descripcion de un sistema fluido, para la de un sélido se requiere
diversas variables mecénicas adicionales.

El aspecto esencial que distingue un soélido de un fluido es la relgeidmétrica
definida entre las diversas porciones de materia del sélido. Estas relaciones s¢
describen en términos de lasmponentes de lideformacion elastica.

Consideremos un sistema en un estado de referencia y seleccionemos dos puntc
del mismo, identificados comPy Q en la figura 13.1. Sedr la distancia vectorial
(infinitesimal) deP a Q. El punto P se encuentra en la posicidgncon relacion a
un cierto origerQ, y el puntoQ se halla err + dr.

Consideremos ahora el sistema en un estado mecénico diferente,gae el
existe una nueva relacién geométrica entre los puftpPy Q. Las nuevas posi
ciones deP y Q estan designadas p&t'y Q' en la figura 13.1.

Seas(r) (es decir, el vectoPP")el desplazamiento vectorial sufrido por el pun
to P. El desplazamiento del punt@ ess(r T dr).Entonces, el vectoP'Q’,desig
nado pordr', se obtiene sin mas que observar en la figura 13.1 que

s(ry + dr'=dr+ s(r + dr) (13.1)
0 sea
dr =dr + s +dr) - sr) (13.2)

Si desarrollamos(r + dr) en serie de Taylor de potencias dg tendremos
s(r + dr)=s(r) *dr.vsr) + ... (13.3)

Para deformaciones continuas pequefias, los términos de srgemior pueden
despreciarse. El caso mas general de deformacionéssfien las que los términos
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de orden superior han de tenerse en cuenta, o en las que eldiesderlaecuacion
13.3 puede incluso no ser posible, ha sido extensanmeshidiado en afios reciente
Sin embargo, para facilitar las cosas, limitaremos maeatencién a laeora
clasica de la elasticidad, basada en la suposicion de que l@rfude deformacion.
s(r), es matematicamente continyade variacion lenta, para la cual esficiente
la forma truncada de la ecuacion 13.3. Asi. tenemos

dr' =dr + dr. Vs(r) (13.4)

8(r + dr)

Figura 13.1

Es conveniente escribir esta ecuacién en forma teasdbesarrollando de
acuerdo con la regla de «fila por columna» de la multiplicacionedsdresy com
parando con la ecuacién 13.4, el lector puede comprgbar

dr' =dr + dr. £ (13.5)

dondeZ(r) es el«tensor derivado des(r)», que en coordenadas cartesianas tom
la forma explicita

&) =

[ 0s (1)

ds(r)

s, (r)]

Ox
s, (1)
v
5,)

| Oz

Ox
0
ay
0s,(r)
Cz

0x
v
0s (1)

oz |

(13.6)

La ecuacion 13.5 da la posicion relativa (dr') de dostps(?’, Q') encualquier
estado del sistema en funcién de su posicion relativa (dr) enadesle referencia.
El tensor & efectla esta transformaciép,cabe esperar que las componentes d
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estetensor sean los pardmetros que describan adecuadamente la deforndation
solido. Aunque esto es esencialmente cierto, deben irsicgiertos matices.

En primer lugar, supongamos que el estado final del sistema se chpangr
del estado de referencia simplemente por una trasladgd sistema, es decir, por
un desplazamiento paralelo del sistema en el espacio. EBdsay es indepen
diente der, el tensor Y es idénticamente nulo gr' es igual adr. Es légico que en
este caso no intervengan los parametros termodinamicds, glee, evidentemente,
la traslacionfisica del sistema como un todo no tiene relacion alguna con su de:
cripcién termodinamica.

Por otra parte, supongamos que el estado final se obtiene a gelréstado
de referencia por una rotacion rigida en el espacio. Esta claro que estfotran
macion debe ser también totalmente ajena a la descripcion termocingmiesto
que la misma no altera en realidad las relaciones internas entre los diversos pun
gue constituyen el sistema. Sin embar@r) no se anula en este caso.

Por ejemplo, consideremos que el estado final es el resulfadi@ rotacion
infinitesimal de un &ngulap alrededor del eje. Entonces, sk es el vector unidad
en la direccidonz, podemos escribir

s(r) = (k x r)d¢ (13.7)
0 do 0

K =|-dp 0 0 (13.8)
0 0 0

Ahora bien, puede observarse quetaisor 13.8 es antisimétrico. Es decir,
gue la componentey es la opuesta a la componegte 0, de un modo mas general,
la componentég; es la opuesta a la componeijiteSe deja para los problemas la
demostracién de que toda rotaciéon conduce aeusor antisimétricoY. E, in-
versamente, todeensor antisimétricoY describe una rotacién pura.

Si untensor Y dado se escribe como suma detamsor simétrico y otroanti-
simétrico, la parte antisimétrica describe una rotacion rjgideentras que la
parte simétrica describe una verdadera deformacion o rcanidenaterna. Lle
gamos asi a la conclusion de que Unicamente la parte simégaigaes pertinente
para una descripcion termodinamica.

La descomposicién d& en una parte simétrica otra antisimétrica es Unica
y se obtiendéciimente. SeaY" el ((transpuesto))d¥ ; esto es,#" es el tcnsor ob
tenido por reflexién de# respecto a su diagonal principal, o intercambiando los
componenteg/ y ji. Podemos escribir entonces la identidad

L =NL+ I+ (L - F) (13.9)
El primer paréntesis es evidentementaemsor simétrico, y el segundo es tiensor

antisimétrico. Por tanto, la ecuacion 13.9 da explicitamémtdescomposicion
de Y en sus partes simétrica y antisimétrica.
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El tensor simétricoX, definido por
=iyt (13.10)
se denominaensor de deformaciénSus componentes son los parametros termod

namicamente adecuados a la descripcion del estado mecknioo sistema soélido.
En coordenadas cartesianastadsor de deformacién tiene la forma explicita

I 17T 0s 1/¢s, s\ 1/0s, 0s\|
SR> & (S D) (S,
R Ox 2\ dy * ox) 2\ 0z = 0Ox
1/¢s cs Os 1/0s 0s
Y= X X A 0x 2y Py e .
xy Sy Sz 3 <0y + ax> 2 > (az + 5}7) (13.11)
l1/ds, &s 1/és, @s Cs
D S Sl (e P N :
= S e _2(5; " ax> z(az " ay> oz

Puede asignarse a cada una de las componentes densestein significado gréafico
sencillo. Observemos que, si se desprecia la parte antisimélei¥’ en la ecua
cion 13.5, dicha ecuacién se convierte en

dr'=dr *+dr-= (13.12)

Esta ecuacién adquiere su significado preciso al adoptar un sistema dercadade
gue gira con el sistema; en tal sistema de coordenadas, ladpoagitisimétrica
deY se anula, y es valida la ecuacion 13.12. De aqui en adelante, etrandiss
cusion adoptaremos implicitamente un sistema de coordenadasoqa local
mente.

El significado grafico de las componentes diagonaleE de aclara sin mas que
adoptar, en la ecuacién 13.12, dncon longitudd! y dirigido a lo largo del ejex:

dr = dli (13.13)
Entonces, como se muestra en la figura 13.2, el vedtbes

dr =dli +dli.z
—di(l + T )i tdiz,j+ diz k (13.14)

La longitud de dr'es/dr’-dr', o sea,

ldr| =dly(1+Z)>+ 352 +Z, =di(l+ZX) (13.15)

donde se han despreciado los términos de orden superionsnarien el desarrollo
de la raiz cuadrada (por ser muy pequefas las cantidagdes, y Z.). Asi, la
componente tensoriak__ es el incremento relativo de longitud del elemento iricia
mente paralelo a la direcciéx. De modo analogo, los restantes elementago-
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nales de £ miden el alargamiento relativo de los elementos a lo largdod ejes
y y z. Estos elementos se denominan dilataciones lineales.

Los elementos d& no pertenecientes a la diagonal se denominan dilatasio
angulares. Consideremos los dos elementos dliy dlj a lola®los ejex ey en

4

dr' = di(1 + I)i + dITj+ Tk

| dix,

|
dr = dhi I' /< X
dz, ./V/ IE

Figura 13.2
el estado de referencia, como se representa en la figura 13.3. Etadbedefor
mado, el elementd!i se ha transformado en
di »dli tdi.Z=d(1+z)itdz j+tdx k (13.16)
y el elementod/j se ha transformado en
dij - dlz i tdi(l +£)jt+ diz k (13.17)

El coseno del angul®,, formado por estos dos elementos es su producto escala
dividido por (dl)?, o sea

cs® =X (1+Z)+Z (1 +Z)+Z X, (13.18)
0, tomando sélo los elementos de primer orden,

cos @, = 2% (13.19)

Xy
Ahora bien, O, estd muy préximo®@2, por lo que lo expresaremos en funcién
del pequefio angulé,_,. definido por

0., =mn/2 -0, (13.20)

y
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Desarrollando erf,, y despreciando términos superiores,

T
cos ®, = cos (7 - ny> =senf, ~ 0

de donde
0, = 2%, (13.21)

xy
El elementaZ , no perteneciente a la diagonal se identijica, por consiguienteno la
mitad de la disminucion del &ngulo entre dos elermgrdirigidos inicialmente a lo
largo de los eje e y. Los restantes elementos no pertenecientes a la diagZ, )l
y = __, tienen interpretaciones anélogas.

yz>

dTi+d(1+5)i+ dIk

% o A1 +I)i+dIIj+ I k
xy

dfi

Figura 13.3

Por conveniencia, se suele adoptar la notacion siguiente:

T, =3, (13.22)
T,=%, (13.23)
=3, (13.24)
T, =25, (13.25)
T, =25, (13.26)
T, =25, (13.27)

Asi, Z;, £, y Z, son incrementos relativos de los elementos dirgidolo largo
dex, y y z, respectivamenteZ,, Z, y £, son disminuciones angulares de kos
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gulosyz, xz y xy, respectivamente. Las seis magnituZ:se [lamancomponentes
de deformacién.A causa del factor 2 introducido en las ecuaciones 1B357,
debe tenerse cuidado en distinguir las componentes fdemEcion de las com
ponentes delensor de deformacion.

Las componentes de deformacién proporcionan una g@egini completa de
la configuracién interna de un sistema soélido. Sin embargo, el fosmaliterme
dinamico requiere que los pardmetros béasicos sean extensaxddentemente las
componentes de deformacién no lo son. Esta dificultad se remedia facilmente
multiplicando cada componente de deformacién por el volumen cuteskd del
sistema en el estado de referencia. Entonces, las seis magnV,Zgson para-
metros extensivos del sistema solido.

La termodinamica de los sistemas sélidos es completamente analoga a la de los
sistemas fluidos. sin mas queemplazar el volumenV por las seis magnitudeB,Z..

En el caso general, las componentes de deformacion sciofgs de la posi
cion, y varian de un punto a otro en el interior del sélido. Rarastros fines ter
modinamicos, nos interesan solamente los sistemas homogéaeadop cuales
las componentes de deformacidn son independientes de leiggosDe aqui en
adelante supondremos la homogeneidad sin mas corentar

Para apreciar la relacion entre los sistemas elasyitos fluidos, es interesante
calcular el volumen de un sistema sometido a deformacién. Estacearhay faci
mente considerando un cubo de arigfdsdlj y dlk en el estado de referencia. Este
cubo se deforma convirtiéndose en un paralelepipedioacistas tales como las
gue se muestran en la figura 13.3. Se deja para un problema Istlaoien de que
el volumen de este paralelepipedo es, en aproximacion de primen dedéas
componentes de deformacion,

volumen del paralelepipede (d)¥1 + £, + £, + £,) (13.28)

Asi, la magnitud(C, + £, + £,) es el incremento relativo de cualquier elemento
de volumen del sistema; se llardéatacion volumicaEl volumen real de la muestra
deformada es

V=V,+ VX, + V&, + VX, (13.29)

Asi, pues, el volumen esté relacionado de un modo sencillo con las componentes de
deformacién, y la ecuacién 13.29 establece una relacién entre la tednuda de
los sélidos deformadog la termodinamica de los fluidos.

13.2 Ecuacién fundamental
La ecuacién fundamental de un sistema homogéneamentarfores
S =SWU VZ,VZ,, VZy, VoI, VoZs, VoZe. N, Ny, oo) - (13.30)

o bien, en la representacion energética,

U= UGS, VoE1 VoZg VoZas VoZas VoI VoZer Niy Ny, o) (13.31)
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Los parametros intensivos asociados con las magnitV,Zsse conocen como
comporenies e eda y se definen por

1 (oU
T=_(22 (13.32)
Vo <azi>s. (%)

donde el subindic§X} denota la constancia de todos los térmidggdistintos
de %,, y donde, para simplificar, se han suprimido los subindices gd&an la
constancia de todos los nimeros de moles.

La diferencial de la energia es

dU = TdS + T/d(V,Z)) + Tod(V,2,) + Tyd(V,Z,) + Tyd(V,Z,)
+ Tod(VoEq) + Tod(VyEe) + AN, + p, dN, + - - - (13.33)

Antes de investigar acerca de las relaciones de Maxwetras consecuencias
del formalismo termodindmico, vamos a desarrollar,|l@ seccidn siguiente, el
significado gréafico de las componentes de esfuerzo.

13.3 Componentes de esfuerzo

Entre las diversas porciones de materia que forman plerten sistema defer
mado se originan fuerzas mutuas. Estas fuerzas internds asociadas con las
deformaciones, del mismo modo que la presién estd asociad&lomlumen en
un sistema fluido. Vamos a desarrollar una descripoi@éteméatica de estas fuerza:
internas,y luego demostraremos su relacion con las componentes fderzs

Consideremos un pequefio tetraedro localizado arbitremide dentro del
volumen del sistema. como el que se muestra en la figura 13.4. Se supoires)
caras de este tetraedro coinciden con los planos de coordenaldarea de la cara
situada en el plany:z se designa pad4,, y analogamente pawtd, y d4.. La cuarta
cara tiene su normal en una direccién arbitraria, careeeéa por el vector uni
dadv. Tomaremosv como la normal dirigida hacia dentro, por lo que es la
normal dirigida hacia fuera (Fig. 13.4). El 4rea de esta & designa pod4,.

El resto del sistema, que queda fuera del pequefio tetragjdrce ciertas fuerzas
sobre el subsistema tetraedrico. Supondremos que estasab son de dos clases
fuerzas de corto alcance, que actlan sobre las superficies deldtetrpduerzas
de largo alcance, que actuan directamente sobre el cuerpetdaédro.

SeaT, la fuerza por unidad de superficie ejercida sobre la cara perpeadic
al ejex del tetraedro. de tal modo que la fuerza real,ed4, . Andlogamente, las
fuerzas ejercidas sobre las otras caras del tetraedrd,sad,, T, d4, y T, dA4,.

La fuerza por unidad de superficie que actla sobre la parpendicular a
x, T,, tiene componenteT,,, T,y T,,. Las componente,.. T, .y 7. son fuerzas
normales por unidad de superficie, en tanto qug 7., 7,,, 7,, T, . y T,, son
fuerzas tangenciales por unidad de superficie.

Las tres componentes dg sonT,., T, y T,.. pero éstas no son simples fuerza
normales ni tangenciales por unidad de superficie.
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Existe una relacidon entre todas estas componentes, deafgueT, puede
calcularse si se conoceén, T,y T_. Para hallar esta relacion, escribiremos la-con
dicién del equilibrio mecanico: que la suma de todasuaszias que actlan sobre
el sistemasca igual a cero:

T,dA, + T,dA, + T,dA, + T, dA, =0 (13.34)

Al escribir esta ecuacién hemos tenido en cuenta solaniastéuerzas de corto
alcance que actlasobre las caras del tetraedro. Las fuerzas de largo alcance,
gue actian directamente sobre el volumen, se desprnecignie para un tetraedro
suficientemente pequefio la relacion de volumen a superficie llega a hacerse (e
preciable.

Figura 13.4

En la figura 13.4 puede apreciarse gdb, es la proyeccion deélA4, sobre el
plano yz, de donde

dA, = (-~ v,)dA, (13.35)

siendov, la componentex del vector unidad/, y analogamente par@4, y dA..
Asi,

[-Ty, - Ty, —Ty +T,]d4, =0 (13.36)
O sea
T, =Ty + Ty + Ty, (13.37)

Escribiendo las tres ecuaciones escalares para las componentda éeuzsion,
y por comparacion con los resultados de la regla de filas por coludeksnulti-
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plicacion de matrices, el lector comprobard que esta ecuacion sk pseribir
en la forma

T, =v - (13.38)

v

en la quev es un vector filay  es eltensor de componente$,,, 7., T,,, etc.

xy?

Figura 13.5

La magnitud?,, es la componentede la fuerzal', que actua sobre la superficie
unidad normal ex. La cantidad7,, es la component& de la fuerzal, que actua
sobre la superficie unidad normalyaDemostraremos ahora que estas cantidade
son iguales, por lo que @énsor F es simétrico.

Para demostrar esta propiedad de simetria, es converseleigcionar un te
traedro especialmente simétrico, coav) a lo largo de la direccion diagonal del
cuerpo[1/\/3, 1//3. l/ﬁ]. Entoncesdd4, = d4, = dA,. Elegiremos el punto
situado en el centro de la cara normal @mo origen de coordenadas, tal como st
muestra en la figura 13.5. Calculemos los momentos de todas laasuespecto
a este punto. Como el tetraedro se encuentra en equilibriotdcién, la suma de
los momentos tiene que anularse. Para los términos de prirden.otodas las
fuerzas actian en los centros de las caras respectivas. Por la simé&ifigdea.
todos los brazos de los momentos son igupleseden suprimirse de las ecuaciones
La suma de los momentos alrededor delzefequiere que

T, + T, =0 (13.39)

xy yx
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Anélogamente, la suma de los momentos alrededor ded eguiere que

T,-T,=0 (13.40)
y, alrededor del ejy,
T+ T.=0 (13.41)

Asi, el requisito del equilibrio de rotacién implica la simetria @akor I

Vamos a considerar ahora el trabajo realizado como caeset@ de un cambio
pequefio de configuracion. Volvamos al tetraedro sio@tcon el origen situado
en el centro de la cara normalacomo se muestra en la figura 13.5. S lon-
gitud de cada una de las aristas paralelas a los ejes deéec@atas, con lo que el
volumen del tetraedro €x(d/)*. El centro de la cara normalase encuentra en el
punto[ —(d//3),0,0]. Esta cara se desplaza a la posicién dada por la ecuacién 13.14
O bien, siZ_, se modifica en una cantidatk_, etc.. el desplazamiento de la cara es

JANdZ i + dZ_j + dZ _K) = Jdl(dZ i + JdZ.j + 5dZ.k)  (13.42)
Hemos visto ya que la fuerza que actla sobre la cara es
HAYA(T i+ Tj + T k) (13.43)
por lo que el trabajo realizado es
d(trabajo) = Hd)*(T,, dX, + 3T, dZ¢ + 3T, dX;) (13.44)

El trabajo realizado sobre la totalidad de las tres caras tteledro (los desplaza
mientos se toman con relacién al origen, por lo que no se realiza tralpjocal
sobre la cara normal @ es entonces
d(trabajo) = V(T dX, + T, d¥, + T, dZ,
+ 7,,dZ, + T,dZ; + T, dZ,) (13.45)

La comparacion de esta ecuacién con la 13.33 identifica las compordmtes
fuerzo con las componentes de la fuerza por unidad dce &re particular,

T, = T, (13.46)
T,=T, (13.47)
T,-T, (13.48)
T,-T, (13.49)
T, =T, (13.50)
T, =T, (13.51)

218 Sistemas solidos: elasticidad

Con esta interpretacion gréfica de los pardmetros intensivos comparentes
de la fuerza por unidad de &rea, volvamos al formalismo tdim@mico.

13.4 Relaciones de Maxwell

Recordemos que la ecuacion fundamental de un sistema el&stic

U=US VX, ..., ViZe, Niu N, L) (13.52)
VL, ur...m T
ur...] Ul...7. 7}
V.2, Ul .- nl K,
s ur...T) T,
ur...l UL - T
v,z Ul... 1l T,
N, U7 T,
Ul.. ] Ul... T, T,}
VI, Ul...T] T,

Fig. 13.6 Diagramas mnemotécnicos para sistemas elasticos.

y la diferencial de energia es
dU=TdS+ V,T,de, t+ ...+ V,T,dEg+ p,dN, + p,dN, ¥ ... (13.53)
Las ecuaciones de estado son

T-T(S, V., ..., Voo, N,, N, ..0) (13.54)
T, = T(S.V,Z,, ..., ViZ N,, N,, ...) (13.55)
luj = #I(S, Vozla sy Vozéa Nl’ Nz, L) -) (13'56)
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Como U es una funcién homogénea de primer orden de los paramekten
sivos, la relacion de Euler implica que

U=TS + T V,Z, +  + TV, S + N, + u,Ny + -+ (13.57)

La relacién de Gibb®uhem, que implica una relacién entre los parametrc
extensivos, se deduce de una comparaciéon de la ecu8ib8 con la diferencial
de la ecuacién 13.57

SAT + V2, dT, + + + V,ZodTs + Nydu, + -+ =0 (13.58)

Pueden definirse diversas transformadas de Legendtéd. déna transformada
tipica, elegida arbitrariamente, es

UT, T, Ts] = U - TS= TV,Z, — T,VoXs (13.59)

Las variables naturales de esta funcién gonV Z,, T,, V,.Z,, VI, Ts, V,Z,
N,, N,, .... Evidentemente, se puede definir un niamero enorme de tales tra
formadas, y cada una de ellas puede ser una funcion Galgma situacién par
ticular.

Las relaciones de Maxwell se deducen de la igualdad de las derivadzalps
mixtas deU y de sus diversas transformadas de Legendre. Estasomdgcpueden
leerse en los diagramas mnemotécnicos de la figura 13.6. En dichos diagral
U[...]indica una cierta transformada de Legendreékg U[ ... T;JesU[...] —

- T;V,X,. Se supone qudJ[. ..] no se ha transformado ya con respect7;a

El primer diagrama mnemotécnico de la figura 13.6 da la interacaibre e
deformacion y entropia, o entre esfuerzo y temperatueamRe obtener las e

laciones
1 /4T oT.
B Bl SR Bl 13.60
v () - (), 1360
ox. —
i _ \oT=-
V°<8T>TJ () (13.61)
o, T
Vyo{=i) = - (== 13.62
<ﬁS> (7). (1362
y A
1 /¢S oT,
— (=) = - (=< (13.63)
Vs ((:Zj.)r ( 0 T)EJ

En estas derivadas, las variables que se mantienen ctestson aquéllas que se
indican explicitamente como subindices mas todas kstamees variables naturales
deU[...].

El segundo diagrama de la figura 13.6 muestra la interaccion efeticrma
ciones y nimeros de moles, o entre esfuerzos y patesatlectroquimicos. Permite
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obtener relaciones similares a las ecuaciones 11368, conT reemplazada por
u, y Sreemplazada poN,. Estas relaciones son Utiles en el andlisis del efecto
las deformacioneslasticas sobre la difusion en los sistemas sdlidos.

El tercer diagrama de la figura 13.6 da la interaccién entre cdosponentes
de deformacién o entre dos componentes de esfuerzo. Un& dadaro relaciones
obtenidas a partir de este diagrama es

cT, T, .
il 35 IR (e 13.64
(82.i>xk <azk)z, ( )
y, segun sea la eleccién d4. . .], esta relacién puede corresponde® eonstante
o0 a T constante.

La importancia de esta igualdad se hara evidente en la progeneon.
A continuacion definiremos las magnitudes anélogas dea, ¢, y cp.

13.5 Coeficientes elasticos

Los coeficientes de rigidez elastica isotérmisa definen por

T,
¢y = () (13.65)
DYy

donde nuevamente el subinditE} denota la constancia de todos los térmiZys
diferentes de&;, y donde debe entenderse implicitamente que los nimero®bs
son constantes. Estos coeficientes son analogos al médulo vokomnistérmico
— V(0P[oV); de un sistema fluido.

De acuerdo con la relacion de Maxwgll3.64), sabemos que; es simétrico
en sus indices:

Cij = G (13.66)

Puesto que tantbcomoj pueden tomar seis valores, existen nominalmente treil
y seis coeficientes de rigidez, pero las relaciones de simetria (13.66) reducen ¢
mero de coeficientes independientes a veintiuno.

Los coeficientes de deformabilidad elastica isotérmse definen por

0%,
L= = 13.67
i <8Ti>'r,m ( )

El subindice{ T )denota ahora la constancia de todos Togliferentes de7;. La
correspondiente relacion de Maxwell tomada de la figura 13.6 da

ti. = K, (13.68)

Ji y

y de nuevo existen veintilin coeficientes de deformabilidad independientes.
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Los coeficientes de deformabilidad elastica isotérmicos son analogosaHa ¢
presibilidad isotérmicac,. para un sistema fluido.

El médulo volumétricoy la compresibilidad isotérmica de un sistema fluido
son simplemente magnitudes reciprocas entre si. Analogamknimatriz 6x 6
de los coeficientes de rigidgda matriz 6 x 6 de los coeficientes de deformabilidad
son reciprocas. Esto es, la multiplicaciéon de estas duscemconforme a la regla
de filas por columnas da la matriz unidad en la que los elementos diedanal
principal son la unidag todos los demas son ceros.

Una expresion algebraica simple de la relacion entre los coeficientes de rigid
y de deformabilidad, que no hace referencia alguna a la teoria de magiobtiene
como sigue. Consideremos la componente de esfuerzo como riudeita tempe
ratura, las deformacioneg los nimeros de moles; la ecuacién mencionada s¢
obtiene por eliminacién dé& entre dos ecuaciones de estado, (13y5)3.55):

T, = T(T. V,Z,, ..., V2o N, N, ..0) (13.69)

La diferencial de esta ecuacion a temperaturaimeros de moles constantes es

6
dT, = Y ¢,dz, (T,N,.N, ... constantes) (13.70)

k=1

Las ecuaciones inversas son, por definicion de los coeficientes de deformabilid
isotérmicos,

6
dr, = Y «,dT, (T,N,,N,, ... constantes) (13.71)
i=1

Por tanto, basta con obtener W5, del sistema de ecuaciones lineales simultaneas
(13.70)y comparar con la ecuacion 13.71 para obtener la relacion entre los coe
cientesc, y k.. Un resultado clasico del algebra de ecuaciones lineales expre:
que

cofactor dec,,
~ determinante de los coeficientes

(13.72)

Kii

Aqui, el cofactory el determinante se refieren a la matriz65 de los coeficientes
de rigidez.

Los criterios de estabilidad termodinamica, estudiadosleapitulo 7, exigen
claramente que el determinante de los coeficientes elasticos s@aqppalistinto
de cero. Haremos una investigacion mas detallada de esta condididal de la
seccion 13.6.

13.6 Consecuencias de la simetria fisica: sistemas cubicos e is6tropos

Aunque en general existen veintiln coeficientes elasticos independientes, cu
quier posible simetridisica del sistema reduce ulteriormente este niumero. Po
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ejemplo. consideremos un sistema con simetria cubica; los haluros alqglidas
B1K, etc.), muchos 6xidos sencilldMnO, Fe,O,, etc.), varios metales (Cu, Al,
Pb, Fe, etc.)y un gran nimero de sustancias comunes cristalizan en el sist
cubico. Para dicho sistema, cualquier permutacion ciglieay - z — x deja el
sistema invariante. El sistema es también invariante a las reflexiones en los p
de coordenadas o a las transformaciones —x,y = —y, z - —z. Por Ultimo,
el sistema es invariante al intercambio de dos coordenadbsomox =y, x =z
oy = z. Estas transformaciones describen por completo la digndé un sistema
cubicoy nos permiten encontrar todas las relaciones entre los coeficientes de ri
en el sistema cubico.
La consecuencia més evidente de la simetria cubica es

6T, oT,,
€= - azz = ¢y, (13.73)

gue resulta de la transformacién— y — z —» x. Analogamente.
Ciqy = €y = Ca3 (13.74)
Consideremos ahora el coeficientg y hagamos la transformacion— - y:

oT, oT, oT,

CoL = Ez _ a;_x;\ - _ @z: = —Cg; (]375)

En esta ecuacion hemos tenido en cuenta fjue es la componente dg en la
direccion —y, la cual es, evidentemente, 7. La ecuacion 13.75 implica que

oy = O (13.76)

Por transformaciones similares se encuentra que la matkiz66de los coefi
cientes de rigidez elastica se reduce a una matriz con solo tres comeganeepen
dientes. La matriz de rigidez para un sistema cubico es

iy €1 €, 0 0 0
€ ¢y ¢, 0 0 0
Ci; €, ¢ O 0 0 (13.77)
0 0 0 ¢, O 0
0

0 0 0 0
0 0 0 0 0 c]f

En la tabla 13.1 se dan los valorescdle ¢, , Yy ¢, ,, para varias sustancias cubicas

Aunque la simetria cubica es la forma mas alta de siangtré puede presentar
cualquier solido cristalino, un sélido amorfo no talgo puede ser totalmente
isétropo.
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Un sistema isétropo es invariante a toda transformafecional del sistema
de coordenadas. Skja para un problema la demostracion de que la matriz de
rigidez tiene entonces Unicamente dos parametros indepégali&stos pardmetros
se toman convencionalmente como tasistantes d&amé, A, ¥ u,, en funcién de
las cuales la matriz de rigidez es

(20, + 24, A A, 0 0
A 2, + Ay A 0 o
1 A 2u,+A 0 0 O (13.78)
0 0 0 b, 00
0 0 . 0
0 0 0 u

Tabla 13.1 Coeficientes de rigidez elastica isotérmica de cristales clbicos.
(A temperatura ambiente. a no sgre se indique otra cosa.)
Coeficiente de rigidez en unidadds 10*? dinas/cm?

Cristal Cy, €12 Caa
Na (210K) 0,055 0,042 0,049
K 0,046 0,037 0,026
Fe 2.37 1,41 1,16
Ni (desmagnetizado) 2,50 1,60 1,185
W 5,01 1,98 1,15
Cu 1,684 1,214 0,754
Cu(l0K) 1,762 1.249 0,818
Diamante 9,2 39 43
Si 1,66 0.64 0,79
Ge 1,29 0,48 0,67
Al 1,08 0,62 0,28
Pb 0,48 0,41 0,14
FLi 1,19 0.54 0,53
CINa 0,486 0.127 0,128
CIK 0,40 0,062 0,062
BrNa 0,33 0,13 0,13
BrK 0,35 0,058 0,050
IK 0,27 0,043 0,042
ClAg 0,60 0,36 0,062
BrAg 0,56 0.33 0,073

Tomado delntroduction to Solid State Physics,por C. Kittel, 2.* edicién, JohnWiley
and Sons, Nueva Yorkl956.
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Por inversion de esta matriz, la matriz de deformabdigppuede escribirse en
la forma

( 1o o 0 0 0
EY EY EY
I T 0 0 0
EY EY Y
J % % Ei 0 0 0
E,  E, K > (13.79)
0 0 0o 2Lto 0
EY
1 + oy
0
0 0 0 0 2—p
1
| o 0 0 0 ) ;YGY )

Las magnitudeg, y,0, se conocen commaddulo de Young coeficiente de Poisson,
respectivamente; invirtiendo la matriz 13yy8omparando con la 13.79 se demues
tra que

g, = M3t 2h) (13.80)
A+ oty
y
/’{L
=L 13.81
v 24, + 1) ( )
Inversamente,
o, E
Ay =— Y 13.82
L@ + e = 20y ( )
EY
=_ ¥ 13.83
B =507 o)) (13.83)

El significado gréfico del modulo de Younpgdel coeficiente de Poisson se sigue
directamente de la ecuacion 13y/dle la matriz 13.79. Consideremos que se aplice
un incremento de esfuerzif’, a lo largo del ej y que todos los restantes esfuerzos
se anulan. Entonces, en un sistema isétropo, los incrementosfdendcion re
sultantes son

dx, - El.arT1 (13.84)

Y

A%, = ds? = —Z_ldTl (13.85)
Y
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dL, = dZ,=dZ =0 (13.86)

Asi, 1/E, es el alargamiento relativo por unidad de esfuerzo, paralelote dis
fuerzo,y o, es la relacion de la contraccion lateral al alargamiento locigél
(esto es, 0,= —dZ,/dX)).

Los criterios de estabilidad exigen que todos los menoiesipales del deter
minante de los coeficientes elsticos sean positivos (ecuacion G.30). Para los si
temas cubicos se obtienen asi las condiciones de edtabil

¢, >0 (13.87)
Coa > 0 (13.88)
2> ¢, (13.89)
¢, T2,,>0 (13.90)

Problemas—Secci6n13.6

13.6-1. Demuéstresique la matriz de rigidez de un sistema cibico tiene la forma dada
en la ecuaciéon 13.77.

13.62. Invirtiendo la matriz de rigidez de un sistema cubico, désitese que la matriz
de deformabilidad tiene una forma similarque

€12

N (e = cleyy + 2¢y)
1
K = —
Caa

13.63. Demuéstrese que, para un sistema cubico,

Kip + Kqp

B (Tn — k)0 + 2K0,)

A ¢ R
(k= KK+ 265)
1

¢ = —
44
44

13.64. Demuéstrese que la compresibilidadtérmica

v, = - L{W¥
N A
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de un cristal cubico es

3
Ky = ————=—
cy + 2¢4,

13.65. Exprésese la compresibilidagbtérmica «, de un sélidoisétropo en funcién del
modulo deYoung y del coeficiente de Poisson.

13.66. Aplicando la ecuacion G.30 al determinante 13.77, dedUzcanseuasienes
13.87-13.90.

13.67. (Qué restricciones imponen los criterios de estabilidad atastantes de Lamé'?
:Qué restricciones imponen al modulo de Youmgal coeficiente de Poisson?

13.7 Coeficientesde deformaciény esfuerzo térmicos

Los analogos al coeficiente de dilataciason los seisoeficientes de deformacion
térmica, definidos por

62)
¥, = ! (13.91)
().,
De modo similar, los analogosla magnitud(¢P/éT), son losseis coeficientes
de esfuerzo térmico:
o]
B, = (‘.ﬂ) (13.92)
cT )

Para un sistema fluido simple, tenemos

Gl o
oT ), T Jp | \CP J;  Kg

opP
o= Ky (T’T) (13.94)
14

Esto sugiere una relacion similar entre los valorgsk;, y B;. Consideremos la
relacion

2iZEI(Tv Tl’---, T(,aN,.NZ,...) (1395)

obtenida eliminand& y cinco de las componentes de deformacién de las siet
ecuaciones de estado 13.$413.55. La primera diferencial de la ecuacién 13.95,
para numeros de moles constantes, es

0z, o,
ax, = (=) ar+ ) AT, = 2,dT + Y k,dT,  (13.96)
' <6T>(T} ZJ<6T‘ T.4T) ! J !
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Dividiendo pordT, a deformaciones constantes. se obtiene

o, = —Z KB (13.97)

i

gue es completamente analoga a la ecuacion 13.92.
Se deja para el lector la demostracion de que también

Z ¢ (13.98)

El comportamiento a baja temperatura de los coeficientes de deformgcio
esfuerzotérmicos estd determinado por el postulado de Nernst. La entropi& tie
gue anularse a temperatura cero, para todos los eddadesfuerzo, de forma que

(‘_S;> -0 cuando T—0 (13.99)
et )y (T

o bien, por la relaciéon de Maxwell apropiada (Hig.6),

o, = cuando -0 (13.100)
/m
Analogamente,
oS
<_) -0 cuando T-0 (13.101)
aE:k T,z
de donde
°T,
B, = (L“Tk) -0 cuando T-0 (13.102)
s

Este tipo de razonamiento puede aplicarse por extenaidos coeficientes
elasticos. Puesto gquetiene que anularse para todos los valo¥rea T = 0, ten
dremos

RN

-0 cuando T-0 (13.103)
(o5,
de donde
¢ (0T, ¢ (CT,
L( o (»") -0 cuando T -0 (13.104)
oz, \oT TR

‘_‘;J_, 0 cuando T o0 (13.105)

)

Por consiguiente, los coeficientes elasticos se aproximan a valorssantes,

con una pendiente que tiende a cero en la representacion grafigaedefuncion
deT.
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Problemas—Seccion 13.7
13.71. Estudiese el comportamiento de los coeficientes de deformabilidech ae
la temperatura cero.
13.8 Calores especificos

El calor especificoa deformacion constantes analogo al calor especifico a-vo
lumen constante:

C = £<0S> (13.106)

Del mismo modo, el analogo al calor especifico a presiéon constmd calor
especifico a esfuerzo constante:

oS
P (ar) (13.107)

Pueden definirse también otros calores especificos diferentes con cormbesaci
mixtas constantes de componentes de deformagiésfuerzo, pero las ecuaciones
13.106y 13.107 son, con mucho, las mas importantes.

Para un sistema fluido, tenemos la relacién

+ TVa
N%

¢y =, (13.108)

y es de esperar que exista una relacién similar para los sistemas elasticos.-Pare
contrar esta ecuacion, consideremosdaopia como funcion de la temperatura,
de las deformaciongsde los nimeros de moles: la ecuacion obtenida por inversior
de la ecuacion de estado (13.54):

S =S(T.VyZ, ... Vo Ny Ny, o) (13.109)

La diferencial para nimeros de moles constantes es

. _N as
as = = {Z,dT+Z<62> }le. (13.110)

y dividiendo ambos miembros de la ecuacién @ga@r para esfuerzos constantes,

T oS
crm = Cxmi— v 2| ae o (13.111)
o = N :Z (azi)r.{z}
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Por la relacion de Maxwel{13.63), esta ecuacion se convierte en
O =y~ To 2 By (13.112)

De esta ecuacion pueden eliminarse los coeficiemt®dos g, valiéndose de la
ecuacion 13.97 o de la 13.98.

Razonando de un modo estrictamente analogo al seguido en Uasi@wes
10.1-10.4, encontraremos que los dos calores especic;; 08 ¢, tienden a cero
cuandoT tiende a cero:

¢y, — 0 cuando T-0 (13.113)
c) -0 cuando T-0 (13.114)

Por otra parte, segun la ecuaciénlli2, la diferencia entre los calores especificos
tiende a cero muy rapidamente.

13.9 Otros coeficientes

Hemos visto ya como se definen magnitudes analogas.ax, ¢, y ¢, para los
sistemas elasticog, hemos visto también que las relaciones entre tales coeficiente
para los sistemas fluidos tienen sus equivalencias para los sistemas elasticos. Cc¢
ejemplo final de esta estricta analogia, considerarem®solgicientes de rigidez

adiabaticos
oT.
¥ = <—‘> (13.115)
J 0%, 5. 15}

J

Estos coeficientes son los analogos al médulo volumétrico adiabat (¢P/c Vg
de un sistema fluido.

Cuando una onda elastica se propaga en un sélido elastico, las fuanzss
radoras vienen determinadas por los coeficientes de righldrajas frecuencias,
los coeficientes correspondientes son los coeficientes de rigidez isotérmica, perc
frecuencias mas altas resultan adecuados los coeficientes adiab&tste cambio
produce una dispersion de las ondas elasticas. o una dependenaizalecidad
con respecto a la frecuencia. Esta claro que la aptinabe los coeficientes de rigidez
a la propagacion de las ondas elasticas no es propiamente unaruksta ter
modinamica del equilibrio, por lo que nos limitaremos ai¢ad esta aplicacion
de pasada.

Para un sistema fluido, el médulo volumétrico adiabatico esta reladmcon
el médulo volumétrico isotérmico por la ecuacién

oP oP vr (/6P P
(9P _ (P vrfce 13.11
V(@V>“ V<6V>T_N T N, [(M)VJ (13.116)
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La ecuacion anéloga puede obtenerse considerdhdomo funcion de la tempe
ratura, de las deformaciongsde los niimeros de moles:

T, = T(T,V,E,, ..., VoZes N, Nyu o) (13.117)

La diferencial para nimeros de moles constantes es

cT. oT.
dT. = () ar i ds. 13.118
' (”):z;d " ;<‘3Zf)mz> ! ( :

Dividiendo ambos miembros de la ecuacion pi, y manteniendo constantes
la entropia y todas las deformaciones, se obtiene

oT. 8T\ /éT oT.
Ao () (D) (L (13.119)
(azk>s. 5 <5T ){z} (azk )s. =) <52k>mz}

°T
e® — B (L + ¢ 13.120
¢ <C2k S5} . ( )

O sea

de donde A
(0S/0Z) 1 5.

(3S]aT),

Empleando ahora la relacion déaxwell (13.63), se obtiene

¥ =c, — P (13.121)

+ Tvoﬂiﬁk

Sy _ »
Ch = ¢ ¢
{Z}

(13.122)

ik

El procedimiento que hemos seguido en esta deduccioroes) puede verse,
exactamente el resefiado en la seccion 7.3. Las entropias se llewanuarleradores
(en la ecuacion 13.12%)se eliminan por las relaciones de Maxwell o como calores
especificos de la manera habitual. El lector debe darse cuenta en @stento
de que el formalismo correspondiente a los sistemastiebs tiene muchas mas
variables que el formalismo de los sistemas fluidosopgre los procedimientos
son, no obstante, completamente paralelos. Debidoaal géimero de variables,
son particularmente convenientes las técnicas del jacobiamoitdesen la seccion
7.5. La aplicacion de los jacobianos a los sistemas etéstia sido descrita por
Ting y Li [Phys.Rev. 106,1165(1957)].

Problemas—Secci6n13.9

13.91. Demuéstresgue

determinante de loc®
¢y  determinante de los
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donde el numerador es el determinante de la métriz6 de los coeficientes de rigidedia-
baticos,y el denominadorel determinante de la matrig x 6 de los coeficientes de rigidez
isotérmicos.

13.10 Ecuaciénde estadode Hooke

Las componentes de esfuerzo, al ser parametros intensivos, son funciones
entropia, de las componentes de deformagiate los nimeros de moles. Es mas
conveniente considerar la representacién del potem@aHelmholtz, en la que
las componentes de esfuerzo son funciones de la temperatulas domponentes
de deformacioéry de los numeros de moles.

Suprimiendo los niumeros de moles en la notacién,

F=U=TS=FT,V,Z. VI ..., V,Z) (13.123)
oF |\ -

T = — = T

. (6(V02,-)>T,{2} T(T, VoZy VoZss oo VoZe) (13.124)

Consideremos el desarrollo en serieT Jen potencias de las componentes de defor
macion Z,. El término constante se anula porque los esfuerzos se han defin
de tal modo que se anulan en el estado no deformai@ los tamafios de las de
formaciones que usualmente tienen interés eprérica, son despreciables todos los
términos de orden superior al lineal en el desarrolsi, podemos escribir

6
T, = Y % (13.125)
k=1

y los coeficientes elasticos isotérmiceg, pueden considerarse como funciones
solamente de la temperatura, independientes de la deformalEgia ecuacion
se conoce como ley de Hooke o ecuacion de estado de Hooke.

La diferencial del potencial de Helmholtz (asimismo para nameros de mo
constantes) es

6
dF = —SdT + V, Y T, d3, (13.126)
1

La entropia es frecuentemente independiente de la deformacion, @uesio no
constituye en absoluto una regla universal. Admitiendo quéee®ce integrando,
se obtiene
6
F=FyT)+ %V, Y ¢LZ; (13.127)

L
i,j=1

En este casd,(T) es el potencial de Helmholtz en el estado no deformado:
funcién solamente d&. La ecuacién 13.127 es la ecuacién basica utilizada cemu
mente para el analisis de los sistemas elastiaosmales».
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Hemos retrasado la introduccion de la ley de Hooke hafiteaktle este capitulo
para subrayar el hecho de que la termodinamica general de la elasticidadoes
lutamente independiente de esta forma particular decé#muale estado.

Problemas—Seccion 13.10

13.10-1. Demuéstrese que, para un sistema cubico que obedece la lejoalee, y
cuyaentropia es independiente de la deformacion.

F = F(TI) + %‘Hl[zf + 2% + 2%] + %"44[22 + Eg + Eé] +
te[XE, + X5 + X5
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Sistemas magneéticog eléctricos

14.1 Parametros magnéticos extensivos e intensivos

Si se excita la materia por medio de un campo magnético, aqdédarrolla
generalmente un momento magnético. Una descripcion de esta propiedadtina
y de su interaccion con las propiedades térmicas y mecanicas requieiepleion
de un parametro extensivo adicional. Este parametro extensivo adi{pnyasu
correspondiente parametro intensikodebenelegirse de tal modo que el trabajo
magnéticodW . sea

aw,,, = Pdx (14.1)
donde

dU=dQ+aw, +aw +aw,,, (14.2)

Aqui, &Q es el calorTdS, aW,, es el trabajo mecanico (por ejemple,P dV) y
dw, es el trabajo quimic&y; dN,. Estudiaremos ahora una situacion especifica
que sugiere claramente la eleccién apropiada de los paramétyds.

Consideremos un solenoide, o bobina, como se muestra en la figutaSe
supondré que el alambre de bobinado del solenoide tiene resistencia etzmtoica
(superconductor). El solenoide esta conectado a umerida cuya fuerzalec-
tromotriz (fem) es ajustable a voluntad. El sistema termodicdse encuentra en
el interior del solenoide. y el solenoide esta confinado, aezy por paredesdia-
béticas.

Si no se produce cambio alguno ehinterior del sistema, y si la intensidad de
corriente/ es constante, la bateria no necesita suministrar fem alguna, daté&o
perfecta conductividad del alambre.

Seal la intensidad de corriente, y sd4(r) la imanacién local del sistema ter
modinamico. La corrienté puede alterarse a voluntad controlando la fem de
la bateria, con lo que la imanaci®fi{r) se modificara también. Supondremos que
la imanacioén en cualquier posicidnes una funcién uniforme de la corriente:

M(r) = M(r; ]) (14.3)
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Sistema termodinamico en
el interior del solenoide

Pared
adiabatica

X
Batguistabéefem NC T

eléctrica nula

Figura 14.1

Los sistemas para los cual¥Kr; 7) no es uniforme con respectd ae dice que pre
sentanhistéresisja mayoria de los sistemas ferromagnéticos presentanpesta
piedad. La histéresis esta asociada generalmente a unagketsdad magnética
de la muestra, denominandose las regiones independidateimios. El andlisis
gue vamos a desarrollar es aplicable en gemerattode un dominio ferromagnético,
pero. por simplificar, excluiremos explicitamente todos los siatelmsterésicos.
Los sistemas paramagnéticos, diamagnétigantiferromagnéticos satisfacen el
requisito de queéM(r; /) sea uniforme con respecto/a

Si el sistema termodinamico no se encontrase en el interiosaehoide, la
corrientel produciria un campo magnétidd (/). Este campo externgouede ser
funcion de la posicion en el interior del solenoide, pero es linedl &sto es,

H, = h/ (14.4)

dondeh es una funcién vectorial de la posicion.

Supongamos que se incrementa la intensidad de corri@mbeentando de este
modo el campo externH,. En respuesta a ello, el momento magnético cambia
Para que puedan realizarse estos cambios, la bateria necesitastrar trabajo,
ylo que queremos encontrar es la relacion entre el trabajo realidadariaciones
enH, y M.

La potencia con la que la bateria realiza trabajo viene dada por

d
—% = I x (voltaje) (14.5)

donde «(voltaje)» designa la fuerza contraelectromotriz inducida en loslia+o

mientos del solenoide por los cambios que se producen en el interica debina.
La fem inducida en el solenoide procede de dos fuentes. Ueiaté es inde

pendiente del sistema termodinamigas resultado del cambio en el flujpag-
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nético asociado con el camH,. En lugar de calcular el flujo y el voltaje, podemos
escribir directamente la contribucionddv, ., resultante. Para un solenoide vacio,

el trabajo es exactamente la variacion de energia del campo ticagné
aw,,, - d(i‘z f H? dV) (14.6)
2 8n

dondey, es la permeabilidad magnética del vacio y donde la iateggr extiende
a todo el volumen del solenoide.

La segunda contribucion &, es consecuencia del sistema termodinamico
propiamente dichoy por consiguiente tiene mas interés para nosotros.

Para calcular la contribucién del sistema termodinamico al voltajecido,
y por tanto adW,,,/d!, seguiremos una método ideado por Pippard*.

Sabemos que el voltaje inducido es consecuencia de camhi@ momento
magneético del sistema. Se recurre entonces a dos princgiogero, que el cambio
de momento magnético de cada elemento infinitesimal del sistema contribuye
separada y aditivamente a la fem total inducida; y, segua® la fem inducida
provocada por cualquier cambio en el momedipwlar no depende de la naturaleza
del dipolo, sino Unicamente de la velocidad de cambio de su momento y de su posi
cion en el solenoide. Consideremos luego el modelo particidaun dipolo ele-
mental en la posicién r: una pequefia espira de corriente de @& éstensidadi,
con un momento magnétian = ia. Si la intensidad de corriente en el solenoide
es/, el campo producido por el solenoide en el purgsH (r) = h(r)/. Este campo
produce, a través de la pequefia espira de corriente, aplaagiento inductivo
de magnitudu h(r) . al, dondey, es la permeabilidad dehcio. Entonces, la induc
tancia mutua entre el solenoide y la espira de corrienteh€s) . a. Si se modifica
la intensidad en la espira de corriente, como consecusgciaducird un voltaje
en el solenoide, dado por

(voltaje) = (u,h(r) . a) %

dm
= I 14.
uoh(r) -~ (14.8)
1 dm
= :ua—j He(r) . E[_ (149)

Asi, el trabajo realizado por la bateria es

W dm
2 mag _ Rt 14.10
i #HAD) -~ ( )

* A. B. Pippard, The Elements of Classical Thermodynamics,Cambridge University Press, 1957.
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Aunque este resultado se ha obtenido para un modelo partidelatipolo ele
mental, es valido para cualquier cambio en el momeitolar elemental. En par
ticular, si M(r) es la imanacién, o momentiipolar por unidad de volumen del
sistema, en el punte, podemos escribir

m = M(r) dV (14.11)

Para obtener el trabajo total, sumaremos la totalidadsiipolos elementales,
o lo que es lo mismo, integraremos para todo el volumen de la muestra:

aw dM
o mag _ 2 dy 14.12
a jHe ar ¢ (14.12)

Sumando las dos contribuciones al trabajo magnético, senebtie
AW oy = d(g,"r fo dV) + qu(He -dM) dV (14.13)

Este es el resultado fundamental en el que se basa la termacindmlos sistemas
magnéticos.

Tienen interés dos formas distintas de escribir el tralb@gnético. Los dos
términos de la ecuaciéh4.13pueden condensarse en la forma

1
AW e = ZEJH“ dB, dV (14.14)
donde
B, = u H, + 4nuM (14.15)

La cantidadB, es una magnitud hibrida un tanto peculiar: la suma del camg
externoH, (no el campo locaH) y de la imanacion local, cada uno de ellos multi
plicado por factores apropiados.

Puede introducirse el camyaxal H en lugar del campexternoH, teniendo en
cuenta que la diferencid — H, es exactamente el campo producido poinia-
naciéon M(r) al actuar ésta como fuente magnetostatica. De este moddale pue
demostrarse* que

!
AW g = Z;JH- dB dv (14.16)

dondeH y B son los valores locales del campde la induccién, respectivamente.
La formade la expresion del trabajo magnético que encontraremos mas cc

* Véase V. Heine Proc. Cambridge Pl Soc., 52, 546 (1956).
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veniente es la deducida en primer lugar (ecuacidnl3), que expres@W, . en
funcion del campo externg de la imanacién.

En el caso general, la imanaci®f(r) variara de un punto a otro en el sistema
aun cuando el campo exterd®, sea constante. Esta variacién puede deberse
defectos de homogeneidad inherentes en las propiedadeistéehad o puede ser
el resultado de efectos de desimanacion de los contornos demsis Nuestro
objetivo es desarrollar la teoria para sisterhasogéneos. Por consiguiente,
supondremos quH, es constantg que las propiedades intrinsecas del sistema si
homogéneas. Supondremos también que el sistema tiene la forma de un elips
Para tal sistema, la imanacidh es independiente de la posicién, como se demues
en los textos de magnetostatica:

K,
aw,,, = d<8—7E ij dV> + wH, - dl (14.17)

dondel es el momentdipolar magnético total del sistema:
I= SM dv = MV (14.18)

La diferencial de la energia es
ILLO ’
dU =TdS - PdV + d<8_7z jHZ' dV> + uH, -dl+ ;uj dN;, (14.19)

El tercer término del segundo miembro de la ecuacion anteriamplica al
sistema termodinamico propiamente dicho, sino que es solamentecuencia
de la energia magnetostatica del solenoide vacio. Por consiguésntonveniente
absorber este término en la definicion de la energia. Definiremos una nueva ene

U =-U- ﬂszdV (14.20)
87 e

de forma queU' es la energia total contenida en el interior del solenoide, referi
al estado en que el sistema se halla en su estado de referencia exento dg ehm
solenoide permanece con el camigp Esta nueva definicion de la energia intern.
no altera en nada el formalismo de la termodinamicgodremos reinterpretar
todos nuestros resultados previos de este modo. Asi, escribiremos

dU' = TdS — Pdv + pH,dl; + Y u dN, (14.21)
1

dondel, es la componepte deparalela eH,.

El pardmetro extensivo que describe las propiedades magas de un sistema
es I, la componente del momento magnético total paralela al paraxterno. El
parametro intensivo en la representacion energétessu H,.
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La ecuacion fundamental es

u=US V. LN, ..., N) (14.22)

ou’
= uH, (14.23
G )

H

14.2 Parametros eléctricos extensivos e intensivos

Si un sistema esta sometido a un campo eléctrico externo, en general desarrc
un momento eléctrico. Para obtener los pardmetros extensivos e intensiees ¢
piados parada caracterizacién de las propiedades eléctricas, consideraremos
sistema comprendido entre las placas de un condensador, comges&aren la
figura 14.2.

Podemos suponer el condensador conectado a una beaeidhle, como en
la figura 14.24, o cargado permanentemente, con placas mecanicamente movit
como en la figural4.2b. Para modificar el campo, podemos entonces alterar
fem de la bateria o mover las placas. En cualquier caso, tieneeglizarse trabajo,
y es este trabajo el que vamos a calcular. Se aconseja qutoelrefunda el razo
namiento en una forma apropiada para cada una déulasiones de la figura 14.2.
observando asi la equivalencia de las consideraciones basadas eneré&alzado
por una bateriy el trabajo efectuado por un agente mecanico.

Por argumentos similares a los utilizados en el casea®po magnético, se
encuentra que el trabajo se compone de dos términos. Bepries aplicable al
condensador vacig, el segundo es consecuencia de la interaccion de la polari:
cion eléctricaP(r) con el campo extern&(r):

dWelect = d(;—OJ‘E‘f dV) + jEe * dP dV (1424)
T

Suponiendo campo externo constante, homogeneydémrma elipsoidal de
la muestra, se obtiene

W, = d<§—; ng dV) +E,-dp (14.25)
donde# es el momentalipolar eléctrico total del sistema:
P = SP dv = PV (14.26)
Redefiniremos también la energia
U=U —%jﬁf v (14.27)
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Figura 14.2
para obtener
dU' = TdS - PdV + E,dz, + Yy, dN, (14.28)
1

donde Z; es la componente d& paralela aE,.

El parametro extensivo que describe las propiedades eléctricas de un sistema
es P, la componente dehomento eléctrico total paralela al campo externé/ pard-
metro intensivo en la representacion energética escampo externce,.

La ecuacién fundamental es

U' =U(S V., 2N, ..., N) (14.29)
y
‘v’
S =E, {(14.30)
((W'QE)A V.Ni..... Ny

Debido a la estrecha analogia entre los sistemas elésjrimagnéticos, sota
mente trataremos en detalle los sistemas magnéticos.
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14.3 Energias libres magnéticag relaciones de Maxwell

Recordemos que, para un sistema simple no magnético, lesiasitterme
dinamicos de equilibrio son los siguientes: si el sistema estadai, la energia es
minima, mientras que si el sistema esta en contacto con engéefde presion, la
entalpia es minimaCuales son los andlogos magnéticos de estos criterios de ec
librio?

Consideremos el sistema de la figura 14.2. Supongamos que, ciacmoi¢énte
es/, la bateria se cortocircuita dentro de las parededatasy se la desconecta.
La pared adiabatica puede considerarse entonces etanmnte restrictivay el
sistema completo estd aislado. El criterio de equilibrio emilamizaciéon de la
energia.

Para encontrar el andlogo de un sistema abierto, considsrammevamente
la figura 14.1, e introducimos un dispositivo que ajustamanditicamente la bateria
para mantener constante la corriente en el solenoide. dispositivo podria ser
un sistema que envia una sefial de realimentacion desde un amperimetr
calado en el circuito al mando de control de la bateria. &Eesia termodindmico
se encuentra entonces en una situacién definida por el paranmeémsivo
constanteu,,, que es andloga a la de presion constante para el sistema
ple. Podemos decir que el sistema esta en contacto cofuenia de campo mag
nético.

Definiremos laentalpia magnéticaU'[ H,] por

UlH]) = U - pHJI, (14.31)

Entonces,la entalpia magnética es minima en el equilibrio para usistema en con
tacto con una fuente de campo magnéti¢esto esgn condiciones de campo externo
constante).

Pueden definirse otras transformadas de Legendre. Por ejempBidemos
la transformada combinada de prespnampoU’[ P, H ]:

U[P,H]=U + PV — uHUI, (14.32)
Para esta funcién tenemos, en analogia con la ecuadidn 6.
dU'[P,H,] = TdS = dQ,  paraP, H, y nimeros de moles constante€l4.33)

Por consiguientel/'[ P, H,] es la ((funcion calor)), que actia como potencial d
intercambio calorifico. Es analoga a datalpia para los sistemas simples.
Como en las ecuaciones 6-8316, podemos encontrar el aporte de calor ¢
cualquier proceso col® y H, constantes calculando la diferencia d§pr, H,].
Consideremos un sistema en condiciones constantes de caageéticoy presion.
Deseamos saber cuanto calor tiene que aportarse amsigtara reducir su mo
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mento magnético desde el valor iniclg| hastael valor finaly, .. La funcionU'[ P, H,]
es funcion de SP, H, y los niUmeros de moles:

U[P,H)] =¥(S,P.H,N,,..., N) (14.34)
El momento magnético también es funcion de estos parametro

_oU'TP, H,]

H ol =Iy(S,P,H,N, ..., N) (14.35)

La eliminacién deS entre estas dos ecuaciones nos permite reemp&zaor /;
como variable independiente

U[P,H] = ¢y, P,H,N,, ..., N,) (14.36)

El aporte total de calor requerido en el proceso es
de = ¢y, PH,N, ..., N) — ¢, P,H,N, ..., N) (14.37)

La igualdad de las segundas derivadas mixtas de las ds/¢ransformadas de
Legendre da lugar a numerosas relaciones de Maxwell, aagladas estudiadas
en el capituldb.

A continuacion se dan algunas formas interesantes deladiegmnemotécnico
termodinamico

v UTH,) WM,
(7 U'[P, H]
Iy U'lP] P

Transformadas con respectoRy H,:

3 2
<2—V> — (fi) (14.38)
Cly)s p opP S. 1y
al, 1
PP S.H,

(14.39)

il
‘:‘I
=)
D

(w5
SH
?’\_/
2

etc.
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Sicada uno de los potenciales del diagrama anterioassfiorma ulteriormente
con respecto &, se obtiene un diagrama muy similar. pero las relaciorddakwell
se refieren entonces a temperatura constante en lugar de iantoopstante:

av CH
(:—) = U, (QQ) (14.40)
oy ) p P Jry,
Ol —-1/eV
U - (= (14.41)
OP )1, t, \OH, /1 p
v U'IT, H)) 1,
Ut UTT. P, H,]
I U, P P
Iy U] T
U U'IT. H,]
/ N
s UTH,] neh,

Transformadas con respectoley H,:

cS CH,
<:> = —u, ("ﬁT) (14.42)
ly)v.r oL Jy g

PT oH
- u, (e (14.43)
<01H>V,S <ES>V.I

Pueden representarse otros diagramas diversos, de losscsmldeducen las
correspondientes relaciones de Maxwell.

14.4 Calores especificos: susceptibilidad magnética

Los diversos coeficientes diferenciales que son los analogos meamétc,,
c,, 0y kK, presentan un interés considerable. Son también intee=spara nosotros




14.4 Calores especificos: susceptibilidad magnética 243
las relaciones entre estas magnitudes, analogas a flamyhar relacion
cp — ¢, = Tvo?/k, (14.44)

El calor especifico de un material magnético puede medirse para valores cons
tantes de dos cualesquiera de las cuatro variaBleB, H,, I,. Los dos calores
especificos de mayor interés son

o, =72 (14.45)
Pelu T Jp,
cs
oy, = T<ﬁ)P ) (14.46)
El analogo magnético de la compresibilidad isotéangs lasusceptanciaiso-
térmica:
= (G (M (14.47)
' V\CH, [t p CH, Jy p

Deben observarse cuidadosamente dos puBtogrimer lugar,no hemos supuesto
que M, este relacionado linealmente céf); por el contrario, la susceptancia es
una funcion arbitraria déf,. Ty P.La simplificacion de linealidad, en la cual se
supone quex, , es independiente d&,, se considera mas adelante en relacién
con las ecuaciones de estado aproxima@hsegundo punto a observar es que la
susceptancie; p es diferente de la susceptibilider; p, la cual se define en tér

minos del campdocal:
oMy,
- 14.48
Ar.r ( CH )T.P ( )

En una muestra elipsoidal, el campo local se da en funcién deokfientes
de desimanacionN,, N, y N,. los cuales dependen de las relaciones entre las lon
gitudes de los ejes del elipsoidti.los ejesx, y y z son paralelos a los ejes adb-
soide, las componentes de los campos externo y local estan relacfopaddas
ecuaciones

H, - H, - NM, H =H, ~NM, H =H,—NM, (1449

¥ e. z
Entonces, sH, es paralelo al eje,

1 1

Krp Xrp

(14.50)
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Finalmente, el analogo al coeficiente de dilatacion es la deri(0ly/0T)p ..
No se suele asignar ningun simbolo especial a esta deriyadssotros tampoco
lo haremos.

Como en las ecuaciones 7-B855, el lector deberia deducir la analoga a I
ecuacion 14.44:

Ty é‘IH :
| - _ o (% 14.51
Cpp, Cp.H, ]\,fV;cT‘P(é”Y")p,H,z ( )

Ademas de los coeficientes diferenciales mencionados, hay algunos otros
frecuentemente presentan interés, pero que no necesitan ser catssdbganodo
explicito. La eleccion de la magnitud méas apropiada para caracterizartuam®i
experimental dada resulta algunas veces bastante delidastaremos esta cues
tibn con un solo caso.

La medida de la susceptancia se realiza comodamente haciendo quaps c
externo varie sinusoidalmente y detectando la variacituseidal def,, por medio
de una bobina de captacion alrededor de la muestra. Si el sistefn@nesbntacto
con una fuente de temperatura, se determina la suscégtésotérmicary p.
En cambio, si se incrementa la frecuencia de la variacion sinuspud¢mos llegar
a una situacion en la cual el intercambio de calor entre el sisjeladuente no
pueda tener lugar con suficiente rapidez como para mantener conktamere
peratura. De hecho, a frecuencias extremadamente altas la sosizeptservada
se aproxima a la susceptancia adiabatiga. Se demuestra facilmente que la
relacion entre estas dos susceptancias es igual a la relacion entre los calore
pecificos

Ke.r _ Cp.H, (14.52)

Kp. s Cp.1,

El teorema de Nernst requiere que cada uno de los calores espeddincizs &
cero cuando la temperatura tiende a cero. Asimisimp /0T debe tender a cero,
es decir,k,  debe llegar a hacerse independienteTde

Problemas—Seccién 14.4

14.4-1. Demuestrese la ecuacidd.50. Hallese la relacion entre, ,y y, ,siel campo
externo tiene una direccion arbitraria con relaciéros djes elipsoidales de la muestra.
14.4-2. Demuéstrese la ecuaciort.51.

14.4-3. Demuéstrese la ecuaciém.52.

14.5 Ecuaciones de estado magnéticas

Las propiedades magnéticas de los sistemas reales se describen frecuente
en términos de la dependencia de la susceptibilj;~Jcon respecto a leempe-
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ratura, a la presién y al campo externo (suprimirerfidsnimeros de moles en
todo este tratamiento):

Yr.p = xr.p(T, P, H) (14.53)

La ecuacién 14.50 permite llevar esta informacién a la dependencia funcional
dewy p:

oM,
Krp = kg o1 P H) = («HH> (14.54)
o e/T.P

La integracion de esta ecuacidaria
My, = M (T, P, H,) (14.55)

Asi, el conocimiento dy, (7, P, H,) es esencialmente equivalente al conocimiento
de la ecuacion de estado.

Describiremos la dependencia funcional 77 , tal como se observa para
diversos materiales magnéticos comunes.

Los materiales pueden clasificarse magnéticamente en dos clases:

1. Materiales diamagnéticos

Ejemplos: Haluros alcalinos (por ejempl@rLi, CINa); cristales de compuestos
aromaticos (benceno. antraceng; ciertos metales (bismuto, latén
gamma,.).

La susceptibilidag;, ,de los materiales diamagnéticos no metélicos es negativa,
pequefia(~10~%/mol) y casi independiente del campo magnético. Depende de
la temperatura y la presién solamente en el sentido deegjygoporcional a la
densidad (o inversamente proporcional al volumen mokes) por la ecuacion E.6,

(o]
Xt.p

ke =TT — Ty F & P

~ 7l + T~ T) - x,P] (14.56)

Los materiales diamagnéticos metdlicos exhiben un comportamiento similar
a temperaturas ordinarias, pero en la regién de bajas tempese, A varia
acusadamente con la temperatura y oscila violentamente parafwesgoambios
en el campo magnético. Este fenOmeno espectacular a tesjgeeraturas recibe
el nombre de efectdeHaas-van Alphen.

2. Materiales paramagnéticos

Ejemplos: Sales de los elementos de transicion y de las tierras (&lig€o,
SO,Fe, Gd,0,....); la mayoria de los metales (Na, M@/, Pt...);
y, a temperaturas suficientemente altas, cualquier material que no
sea diamagnético.
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La susceptibilidad;, , de los materiales paramagnéticos no metalicos es p
tiva, del ordenl0~2-10"3/mol, y es casi independiente del campo, salvo para \
lores muy altos de éste. La dependencia con respdetbéemperatura y la presion
puede expresarse frecuentemente por la ecuacion

_ constante 1

—_ 14.57
Lr,p v T- o ( )

dondef es una constante. Aquies el volumen molar, que dependeldg Psegun
la relacion

v=u[1 + «T — T,) + K, P] (14.58)
Sin embargo, la dependencia de con respecto a la tempenatu la presion es
tan pequefia en comparacion con la dependencia explicita de lartd¢urpeen

la ecuacion 14.58, que normalmente es suficiente despreciar la Sarideiv y
escribir la denominadé&ey de CurieWeiss:

Ar.p = 7+ 5 (1459)

En latabla 14.1 se dan las constantes de QD§& para cierto nimero de sustancia
paramagnéticas.

Tabla 14.1 Propiedades de los materiales paramagnéticos

Constantes de la ley de Cuti€eiss,
xr,p (Unidad cgs de
momento magnético/

mol oersted)= C/(T - 0) Temperatura Tipo por debajo
deNéelo de la temperatura
Sustancia C 0, K Curie, K de Néel o Curie
Cl,Co 3,19 —48 25 Antiferromagnético
CLC, 297 —116 40 Antiferromagnético
Cl,Cu 0,457 -52 70 Antiferromagnético
F,Fe 3.88 —117 79 Antiferromagnético
SO, Fe 3.60 -39 23 Antiferromagnético
MnO 4.90 ~ 680 116 Antiferrornagnético
MnO, 1.80 —480 90 Antiferromagnético
Fe 1.23 1093 1043 Ferromagnético
Ni 0.402 538 731 Ferromagnético
Co 1.24 1400 1400 Ferromagnético
MnOFe,0, - - 783 Ferrimagnético
FeOFe,0, - - 848 Ferrimagnético
NiOFe,O, - - 863 Ferrimagnético
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A bajas temperaturas, se utiliza la ley de Gi¥eiss para definir la ((tempera
tura estrella)), que ya se considerd en la seccion 4.10. Asi, la deteromindeila
susceptibilidad de una sal paramagnética es el procedimietdtedar para medir
temperaturas muy bajas. En la seccion 14.6 veremos que se utilizan también las
sales paramagnéticas para obtener temperaturas muy bajas.

Los metales paramagnéticos presentan una dependencia muchmmglgja
con respecto a la temperatura que los no metales. Incluso el signo de laatepand
respecto a la temperatura varia de un elemento a otro en la secuenciacpediédi
los metales de transicion. No se ha encontrado ninguna ecuaciole sjogdes
criba la dependencia de la susceptibilidad de los metales pgreticos respecto
a la temperatura.

Todos los materiales paramagnéticos sufren una transigdase a temperatura
suficientemente baja. Tal transicion de fase es exigida por el teorema de Nernst,
dado que puede demostrarse por los métodos de la mecénica estagiistita
entropia de un sistema paramagnético no se anularia a tempereguoa Asi, el
lector puede comprobar facilmente que la ley de GWfass no satisface el reque
rimiento de quedy, »/dT tienda a cero cuando lo hace

Un tipo de transicion de fase consiste en una transicidendesorden de los
espines electrénicos. La temperatura de tal transicion de fasmnsentha tempe
ratura de Néel o de Curie. Por encima de esta temperatura, los eslgice&énicos
tienen direcciones desordenadas, pero por debajo de la teonmpedd Néel o
de Curie las direcciones de los espines tienen cierta disposidénada particular.
El material es entonceferromagnético, antiferromagneticoo ferrimagnético,de-
pendiendo de la configuracién especifica de ordenamiento de jsess

Un segundo tipo de transicion de fase introduce el orden, rasedirecciones
de los espines, sino en ladistribucion de la cantidad de movimiento dieldsones.
Este tipo de transicion, que se presenta en muchos metales yatsaia lugar
al fenémeno de lasuperconducticidad.

Describiremos brevemente cada uno de los tres tigosrdenamiento de los
espines y volveremos a considerar la superconductividach eedciéon 14.7.

3. Materiales antiferromagnéticos

Los materiales antiferromagnéticos tienen disposicionefosleespines elec
trénicos tales que el momento magnético neto en el estadienado es cero. Son
ejemplosCl,Co, CuO, SFe y MnO. Los materiales que son antiferromagnéticos
por debajo de su temperatura de Néel, tienen constantes deViZeigs negativas
por encima de ella (en la region paramagnética). Esto puede comgzobarla
tabla 14.1, en la que se dan también las temperaturas de Néel.

La susceptibilidad de los materiales antiferromagnétipor debajo de la tem
peratura de Néel emisotropa. Existe una direccién particular en el cristal a lo
largo de la cual se alinean los espines electrénicos. La susceptibilidad meedida pa
ralelamente a este eje es menor que la medida perpendiewge al mismo. La
susceptibilidad de los materiales antiferromagnéticos esta tipificada por la del
F.Mn, que se muestra en la figura 14.3.
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Fig. 143 Susceptibilidad de&F,Mn en las regiones antiferromagnétigaparamagnética.
SegunGriffel y Stout. Tomado déntroduction toSolid State Physics por C. Kittel, 2.% edicion,
John Wiley and Sons, Nueva York. 1956.

4. Materiales ferromagnéticos

Los espines electronicos en los materiales ferromagnéticos saralparalela
mente, lo que conduce a una imanacion neta en el estatbmado, incluso en
ausencia de un campo externo. Son ejemplos Fe,Lhj,,Sr, ,MnO,.

La aproximacion analitica mas simple a la ecuacion de estadoétiea es la
ecuacion delLangevin - Weiss

Mgvo(H + AMy) RT

M,(T. H) = M, cotgh S
u(T- H) = M, cotg RT vo(H + IM,)

(14.60)

en la cualM, es la imanacion pard = T = 0,1, es el volumen molar para = 0,

H es el campo intern®R es la constante de los gasg«, es una constante caracte
ristica del material. La ecuaciéon 14.60 es una ecuacion implicitd,;enel mejor
modo de resolverla es por métodos graficos. En la figura 14.4 se muestra la dey
dencia deM, con respecto & y H.

Se han dado diversas expresiones mejoradas, que representan la émana
mas exactamente que la ecuacion de Langéigiss, pero ésta es suficiente para
nuestros propdésitos.

La ecuacién de LangeviWeiss es vélida sélo dentro de un dominio simple.
Excepto en condiciones cuidadosamente controladas, lesiaias ferromagnéticos
se dividen en dominios magnéticgsla imanacion neta es la resultante de las-con
tribuciones no homogéneas de muchos dominios. En tales,dasnuestra exhibe
histéresisy por consiguiente queda excluida de las consideraciones de este capitt

5. Materiales ferrimagnéticos

Los espines electronicos en los materiales ferrimagnéticos saalite manera
gue algunos espines son antiparalelos a otros, pero de tal mmdeegproduce
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(T = constante)

|
0 0,5 1,0

)~
T 0 0
3R

Fig. 14.4 Ecuacién de estado de LangeWeiss para materiales ferromagnéticos.

una cancelacién incompleta de sus momentos. Estos mategaesonsiguiente,
exhiben momentos magnéticos netos similares a los de losialassfierromagnéticos,
aunque generalmente menores. Son ejemplosfelagas (Fe,O,, MnFe,0,,...)
v los granates (Y ;Fe O,....).

La dependencia de la imanacidn respectd ¢ H dentro de un dominio es
cualitativamente similar a la de los materiales ferromagast Sin embargo, una
representacion adecuada requiere una expresién mas caapliqgue la simple
ecuacion de LangeviAweiss.

Al igual que los materiales ferromagnéticos, los ferrimagostiexhiben genre
ralmente histéresiy, la teoria termodinamica tiene que aplicarse con precaasio

Problemas—Seccion 14.5

145-1. Para una esfera, los coeficientes de desimanacionNsog N, = N_ = 4x/3.
Hallese la ecuacion de estado magnética de un sistema paran@gestérico que obedece
la ley de Curie-Weiss (ecuacion14.59).
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145-2. Para una placa delgada, los coeficientesdd@manaciéon son N, = N, = O,
N, = 471 Haéllese la ecuacion de estado magnética de una plelgada que obedece la
ley de CurieWeiss si el campo magnético es perpendicular a la placa. @msp este caso
con aquél en que el campo magnético es paralel @aca.

14.5-3. Discutase el método d&* de medida de temperaturas bajas. particularizanc
para una sal paramagnética que obedece la ecuggign= C/T hasta la temperaturd,,.
(Véase seccion 4.10.)

14.6 Efecto magnetocal6rico

El acoplamiento entre las propiedades térmicas y magnélicdss materiales
paramagnéticos da lugar al efecto magnetocalérico. Esttoeb®nsiste en una
disminucion de temperatura producida por una disminueidiabatica del campo
aplicado. El proceso se conoce comesimanacion adiabaticay es el método de
enfriamiento mas adecuado en la region de muy bajas tetupesa(inferiores
al K).

La técnica convencional de enfriamiento magnético consistsuspender una
pequefia muestra de sal paramagnética. y la muestra iareeft un recipiente
gue contiene helio gaseosadaja presiénA su vez, este recipiente estd sumergidt
en un bafio de helio liquido, el cual se ha enfriaddaproximadamente por otros
métodos. Se aplica entonces el campo magnético, mieakrgas helio asegura
el equilibrio térmico entre el helio liquido y las muestr@s evacua luego el helio
gaseoso, aislando térmicamente las muestras del ambiente. b caiagnético
se reduce a un valor pequefio, y las muestras se enfrian a upara¢mma muy
baja por el efecto magnetocalérico. Cualquier cantidad residual dbeajiasque
rodee las muestras se condensa, y éstas pueden mantanbege temperatura
durante periodos de tiempo apreciables si se ha tenittado de minimizar la
conductividad térmica de los hilos que las suspenden.

Consideremos un sistema con el campo aplicdgy a la temperaturd. Cam
biemos el campo aplicado H, + dH, cuasiestaticamentg en condicionesdia-
béticas. Entonces, el cambio de temperatifasera

oT
dT = dH 14.61
<6He>S.P ¢ ( )

Por la relacion correspondiente de Maxwell, la expresién anterior se convierte e

ol

dT = —y0<5§)H&deL (14.62)

or, oS
re [, e e

Tv (oM
W=N“LCH> dH, (14.64)
0T Ju, » '

Cp.n,
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donde hemos despreciado la pequefia dependenciaedpecto a la temperatura.
La derivada(éMy/¢T), , puede evaluarse a partir de la ecuacion de estade mag
nética. Para los materiales paramagnéticos y artifagnéticos, hemos visto
quey; p, Y POr consiguiente tambiéx, ,, es casi independiente d&. Para estos
materiales puede escribirse, por tanto,

My =+ »H, (14.65)
y la ecuacién 14.64 se convierte en

H,TvH, Ok p

dT = dH, (14.66)

¢pn, T

Para los materiales ferromagnéticos, la derivada dedaocd@n 14.64 tendria que
evaluarse a partir de la ecuacién de estado magnética 14.6(equéeion 14.65
no seria una simplificaciéon valida.

Si el material paramagnético satisface la ley de Gutss (ecuacion 14.59).
tenemos

ToH, 12
dr = Bt Xap gy (14.67)

Cp.u,

donde hemos supuesto que la susceptibilidad es tan pequefaangamcion con

el reciproco del factor de desimanacion (el cual es necesartameenor quein)

que la distincion entrer, , y k, , puede ignorarse. (Véase la ecuacion 14.50.)
Para evaluar explicitamente la ecuacion 14.67, tendrsaque conocer el calor

especificoc, 4 en funcion de la temperatura y el campo. Esto es equivakente

una ecuacion de estado adicional. La dependencia emieic, , respecto a la

temperatura para campo cero puede obtenerse a parté figura 14.5 para el

alumbre de cromo y metilamina, una sal tipica utilizadeagd enfriamiento mag

nético. La dependencia ¢; , respecto al campo magnético puede hallarse ebser

vando que

a2 a2 12
Cconsy _T S Tl qypy TFre (1468
., NOH T N orT aT

donde hemos invertido el orden de diferenciacion, @il la relacion de Maxwell
apropiada, y supuesto qk; , es independiente de,. Despreciando de nuevo la
distincion entrex, » y %, p. y recurriendo a la ley de Cur/eiss, encontramos

ocp g, - 2CTuy,
(i), - o (e

e integrando con respectors,. resulta

CTou,
cpu (T H,) = cp y (T,0) + T oy H? (14.70)
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Fig. 145 Entropia a campo nulo del alumbre de cromo y metilamineacaibr especifico
a campo nulo es la derivada de esta curva. S@ytKlerk y Steenland. Tomado dProgress
in Low Temperature Physics, editado por CJ. Gorter. North Holland Publishing Com
pany, 1955.

La magnitude, , (7, O puede obtenerse de la figura 14.5. En la region de temg
raturas de interesc, , (7,0 viene dado aproximadamente por

B
cpp(T,0) = 72 (14.71)

dondeB es una constante. Asimismo, para esta&z, 0. por lo que la insercién
de las ecuaciones 14.3014.71 enla ecuacion 14.67 da

ar u CvH
= e 14.72
T B+ uColH2 e (1472
Integrando,
T, 1 B CvH?,
In ot S+ nLv,, (14.73)

= -1In
T. 2 B+ uCuoH%
Esta ecuacion es bolucion explicita para la temperatura final. Puede simplificars
ulteriormente si ecampo 4, aplicado es suficientemente grande como para qt
los términos erB puedan despreciarse; en tal caso

T, H
s P 14.74
T = H (14.74)

i ei

Las temperaturas iniciales convenientes son del ordenKleplidiendo obte
nerse éstas por disminucién de la presién del vapor en equitibni@l helio liquido.
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Los campos magnéticos iniciales que pueden obtenerse comodasoardel orden
de 10 000 oersteds. De este modo se pueden alcanzar temperaturasiéhatdsen
de 1072 K con sales seleccionadas que tengan valores pequeftbs de

Problemas—Seccién 14.6

14.6-1. Utilizando la ecuacion 14.70, demuéstrese que el calor especificoanacion
constantec, , . de una sal paramagnética que obedece la ley de Queiss es funcion

Unicamente d€7, independiente dé7,.

14.6-2. Para el nitrato de magnesjocerio, la constante de Curi€ tiene un valor de
0,318 cn? K/ion g, y la constante de Curiges cero. El calor especificc, , en el margen
de temperaturag > 0,006 K es

¢pu(T.0) = 7.5 x 107 °R/T?

Una muestra de esta sal se halla a una temperatura inicialkdg & un campo inicial de
10 000oersteds. La muestra séesimana adiabaticamente suprimiendo totalmente el campo
externo. Hallesda temperatura final.

14.6-3. Un sistema paramagnético esta en contacto con una faentalor a la tem
peraturaT. ;Qué cantidad de calor intercambia el sistema con la fuentendaae impone
un pequefio camp@/,?

En particular, si el sistema consiste 8900 cm® de nitrato de magnesio y cerio (véase
el problema 14.2), T = 1 K y H, vale 10 000 oersted;cuél serd el intercambio calorifico?

14.6-4. Discutase el efecto electrocalérico, o cambio de teajpea de un sistema
eléctricamente polarizable, cuando se aplica un camxperreo en condiciones adiabaticas.
Dedlzcase una expresion para el efecto electrocaléricmrsepdo que el dieléctrico satis
face la ecuacion de estado de LangeDebye,

pZ
A = 5, + L

3kT

en la cualp es el momentdipolar por molécula (una magnitud del orden de la carga-elec
trénica multiplicada por la distancia interatémica).

14.7 Superconductividad

Muchos metales paramagnéticos,. compuestos metaliaeaciones exhiben
una transicién de fase a bajas temperaturas. Las tempesateii@ansicion tipicas
para varios metales se dan en la primera columna de la fab?a

La fase superconductora se caracteriza por dos propiedesjsectaculares.
En primer lugar, la resistencia eléctrica del sistema se anula bruscamentma la
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peratura de transicion. Las corrientes, una vez iniciadamnglos superconductores,
persisten durante horas, proporcionando una llamativa evidenctpueléa resis
tencia eléctrica naodlo se hace pequefia, sino que aparentemente se anula.
segundo lugar, la transicion al estado superconductortit@yes una transicion
del paramagnetismo al diamagnetismo perfecto. Es decir, en laufgseonduc-

(T>T1) (T<T)
(a) (b)

Fig. 146 Efecto Meissner en un superconductor.

tora, la susceptibilidag,, , es —(1/4n). Si el campo externo se aplica a lo largc
de un eje de simetria de una muestra elipsoidal, el momeatméiico del sistema
es, por consiguiente,

I, = VH (41 — Np) (14.75)

dondeN es el coeficiente ddesimanacion a lo largo del eje paralelo &,. (Véase
ecuacion 14.49.) Asi, pues, las lineas del campo externo no penetran eedéran
Cuando la muestra se enfria por debajo de la temperaturankadion, se produce
un cambio en la configuracidon del campo externo desde paesentada en la-fi
gural4.6a a la de la figural4.6b. Esta expulsién del campo externo se conoce con
efecto Meissner.

La temperatura a la que tiene lugar la transicion supenccioda depende de
la presion y del campo externo. A una presion @ém podemos trazar un diagrame
de fases en un pland,-T, que es analogo a los diagramas de fBse de los sis
temas simples (recuérdense las figuras-9.1Q). En la figura 14.7 se muestra ur
tipico diagrama de fase superconductora.

Si las temperaturas y los campos en la curva limite se designan onpera
turas criticasT® y campos criticod?, la curva de fase puede representarse cor
una relacion funcional entr&¢, Ty la presion.
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Para el estafo, la curva limite de fasd?a= 1 atm puede representarse por la

ecuacion
o\ 2 c\3
He = H;[] — 12117 <1) £ 02117 (1) ] (14.76)
TO TO

y para el plomo, aquélla se puede representar por lxiécua

) N Tc 2 Tc 4
HS = Ho[1 =091 (=) +0,09(— (14.77)
o) oo ()

Fase normal

} Hy T (paramagnética)
N

He T.(H: P)
Fase
superconductora

T

0
T ——

Fig. 147 Diagrama de fase superconductora

Estas curvasy todas las demas que se han encontrado, tienen las propiedades
de que la pendientdH;/dT* se anula pardal © = 0 y es negativa pard® = T,,.
El campo critico para temperatura cems H?, y la temperatura critica para campo
ceroesT,. En la tabla 14.2 se dan valores tipicos de estas magnitudes.
Las propiedades de la curva limite de fase pueden ardprse sobre la base
de la analogia con la ecuacion de Clausliapeyron. (Recuérdese la ecuacion 9.26.)
Como en la figura 9.12, consideremos dos puntos en el limite de, fasg@esen
tados en la figurdl4.8.El criterio de equilibrio es que, en cada punto, el potencial
U'[T, P, H,] tiene que ser igual en ambas fases. Este potencial desempefialel pap
de la funcién de Gibbs para los sistemas simplesorie®is (comparese con las
ecuacione$.20),

Uit P, H] - U,T, P,H]=U,[T, P,H] - U,[T, P, H] (14.78)
y, puesto quedP = P, — P, = 0, tenemos

~SdT — pd, dHS = — 8 dT* — p I, dH (14.79)

256  Sistemas magnéticosy eléctricos

Tabla 14.2

Temperatura Campo _ (dHeC)

critica, T, critico H; dT, /ys—q
Metal (K) (oersteds) (oersteds/K)
Al 1.20 106 163
cd 0.56 28,8 86
Ga 1,10 50,3 93
Hf 0,37 - -
Hg 4,16 410 194
In 3,40 280 156
Nb 8.90 1960 453
Os 0,71 65 183
Pb 7,22 812 226
Re 1,70 188 235
Rh 0,90 - -
Ru 0,47 46 196
Sn 3.74 307 147
Ta 4.38 860 334
Tc 11,20 - 350
Th 1,37 131 -
Ti 0.39 100 300
Tl 2,39 171 126
U 1,10 . _
v 4,89 1340 482
Zn 0,93 52.5 121
Zr 0,55 46.6 170

Reproducido, con autorizacion, theat and Thermodynamicpor M. W .Zemansky 4.
edicion, 1957, McGraw-Hill Book Company, Inc., Nueva York.

Estado B

’ Estado B~ Estado A

Estado A’

T —

Figura 14.8
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Las magnitudes con signo prima se refieren al estado supercomdydas canti

dades sin dicho signo corresponden al estado normal. EIl mameagnético en
el estado normal tiene un valor muy pequefio, caracmsiste los materiales
paramagnéticos; por consiguiente, lo despreciamos, hdcig = 0. El momento
magnético en el estado superconductor tiene el valor daddapecuacion 14.75;
consideraremos una muestra en forma de barra larga, paea &itomplejidad
de los factores de desimanacignescribiremos

- VH
I, = € 14.8
= (14.80)
Insertando estos valores en la ecuacion 14.79, se obtiene
, VHS dH
S8 = - (14.81)

A la temperaturacero, el teorema de Nernst exige que se anulenSaataoS",
por lo que la pendiente de la curva limite de fases tiene que aeutarsién. Hemos
visto que esto se observa de hechaorresponde a la ausencia de términos de
primer orden enT*/T, en las ecuaciones 14.§614.77. Para otras temperaturas
podemos esperar, sin embargo, que el estado supercondeatonas ordenado
que el estado normal, con lo q8e- S'sera positivo. Esto requiere que la pendiente
de la curva limite sea negativa en todos sus puntos, como sevalisenbién.

La diferencia de entropias entre las dos fases conduce alonlatentel:

TVHS dH®
=TS - S') = — Tl 4.
L =TS ) P (14.82)

lo que corresponde a la ecuacién de Clausiiepeyron.
Debe observarse que tanto el calor latente como la dif&eeentropia S — S'
se anula en los extremos de la curva limite de fases.
Puede deducirse una consecuencia adicional de laiéoué.81. Derivando
con respecto & ¢y dividiendo por el nimero de moles, se obtiene
T dS' T¢ dS vT¢ e d*H¢ vT¢ dHE\?

NdTE - NdT  drn e@r? = an QG D

(14.83)

Las cantidades del primer miembro representan los caldyesrbidos pormol

y por unidad de incremento de temperatavandoT y H, cambian simultineamente
de forma tal que se muevena lo largf! limite defasesSin embargo, demostraremos
ahora que Unicamente el cambio de temperatura es importamtyntribuyendo
practicamente nada al calor absorbido el cambiddgeEste hecho se deduce de

la relacion de Maxwell
1 /s oI,
[ s = (A 14.84
).~ (). 430
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Pero (81,/¢T), , es despreciable en cada fase, pordye= —(VH,/4rn) en la
fase superconductoraporquel,, es en si mismo muy pequefio en el estado norme
La entropia es practicamente independiente del campo. En consecuemcibor el
absorbido cuando se incrementa T pH &onstantees aproximadamente el mismo
que el calor absorbido cuando se modifican simultdneamEntél, a lo largo de

Cp y, —>
x
1]
o

P =1 atm

ol ——-

Fig. 149 Discontinuidacdel calor especifico era transicion superconductora.

la curva de fases. Podemos entonces interpretar las cantidadesdel piembro
de laecuacidon 14.83 como calores especificos a campo constante:

"TC d2 c ‘TC d c\2
VTZ e AH, <H) (14.85)

¢pH, ~ CPH, = An (77‘(‘)2 + Ar \dT¢

El primer término de la ecuacién 14.85 es negativ@l segundo, positivo.
El término negativo predomina a temperaturas bajed, calor especifico en el
estado normal es mayor que el correspondiente al @st@uerconductor. En el
extremo superior de la curva limite de fases, doHde= Oy T° = T, el primer
término se anulay el calor especifico en el estado superconductor es mayor q
el que corresponde al estado normal. En la tercera colutenk tabla 14.2 se
da el valor de la pendiente de la curva limite de fases Hira 0. Esta cantidad
puede compararse con la discontinuidad observada eroel especifico.

En la figura 14.9 se representa una curva tipica que muestra la dependenci
cp.u, FESPECto a la temperatuyeque exhibe la discontinuidad a lo largo derken-
sicion.
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Teoria de las fluctuaciones

15.1 Funcion de distribucién termodinamica

La termodinamica es esencialmente macroscépica. en twndola mecanica
cuéntica y la mecanica estadistica son esencialmente microscdperas a medida
gue la teoria se desarrolla en una secuencia continua desde la mecanttaacuar
a consideraciones macroscopicas de conjunto, seipeaggtadualmente la transicion
desddo microscopico a lo macroscopico. No existe ninguna division bien definide
0 neta que establezca un limite riguroso entre la mecéanica sistadj la terme
dinamica. Puedelegirse algiin punto en la secuencia continua de la l6gica tedrice
como punto de divisibn, mas o menos arbitrariamente. Todos losntas de
mecanica estadistica demostrados hasta dicho puntmiola base del desarrollo
ulterior y constituyen por consiguiente los «postuladds»la termodindmica.
Pero si se selecciona otro punto de division, desplazado un tanto haaimdes f
mentos ldgicos, se obtiene un nuevo conjunto de postulados tednudos. Los
postulados previos son entonces demostrables como teoremadadiase de los
nuevos y mas fundamentales postulados.

Los postulados de la termodinamica dados en el capitutorresponden al
punto de division convencional entre la termodindmica y la mecéanicaistitad
En este capitulo, el punto de divisidn se desplaza un pasohatda la mecanica
estadisticaAsi, la teoria de las fluctuaciones se extrae de la mecanica estadisti
y se incorpora a la termodinamica.

Como anteriormente, se presenta un conjunto de postilsidgretender una
justificacion previa. Este conjunto de postulados incluye los conocidosladssl,

III y IV, aunque éstos deben interpretarse de un modo ligeramente thfeEdn
postuladdl (referente al principio dentropia maxima) se reemplaza por un eaun
ciado algo mas general.

Antes de presentar esta nueva version del postulado, recordemas gistema
macroscopico sufre transiciones incesantes y r&pétdre sus microestados. Si
un sistema esta en contacto con una fuente de calor, temtagciones conduciran
algunas veces a estados de baja energdtras veces a estados de alta energia,
dado que la energia total (constante) se comparte en miopes diferentes entre
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262 Teoria de las fluctuaciones

el sistema vy la fuente. Analogamente, si el sistema esta en contacto cdnenba
de volumen, el volumen fluctuara continuamente. En gdndos parametros
extensivos de los sistemas en contacto con fuentes sufren fluctuacanss-
copicas. Los valores de la energia, del volumen y de los otrospetr®s extensivos
predichos por el principio dentropia méxima son los valorasedios El postulado
alternativo que introduciremos ro6lo predice los valores medios, sino que da la
probabilidad de que cualquier valor especificado de los parametros extensi
fluctuantes se dé en un momento dado. Dicho postuladpopciona lafunciéon
de distribucién estadisticpara las variables fluctuadas.

Pist6n impermeable,

. movil y diatérmico
Cilindro, y

Sistema

Fuente

Fig. 15.1 Sistema termodinamico susceptible de fluctuaciones degémg volumen

Como ilustracién, consideremos el sistema de la fidurd. Un gas esta con
finado en el interior de un cilindro provisto de un pistdiatérmico y movil, pero
impermeable. El gas exterior al cilindro constituye una faetg caloly de volumen.
Una observacion macroscépica grosera determinara wor palrticular del ve
lumen, y éste es el valor al que se refiere la termodinamica clasica. Pepelicula
tomada a camara lenta mediante un microscopio de aunmeoderado, mostrara
fluctuaciones continuas de la posicion del piston. A pesar del hecho de que e
observaciones se hacen con una resolucion mayor que la normal, signei si
macroscoOpicas. Andlogamente, la energia del sistema fluctia, pero los nimer
de moles del sistema se mantienen constantes por la impermeabilidad detkespa
del cilindro y del piston.

Otra ilustracion de gran importancia nos la proporaiam sistema termodi
namico simple aislado. Consideremos como subsistema una fizeguecion de
dicho sistema, y el resto como fuente. Entonces, el pegsisfema, seleccionado
mentalmente como de volumen constante, sufre fluctuasiae energia y de na
meros de moles. Tales fluctuaciones intrinsecas en la dehsid energia y en la
densidad de materia se observan con gran facilidad por peri®n de la luz que
producen en sistemas transparentes. Como veremos, las fluctuaciones de este
llegan a ser particularmente grandes en las proximidades deb gritito y dan
lugar a una dispersidn extremadamente intensa de la luzcmtEnmommpalescencia
critica.

Consideremos un sistema de interaccion con fuenteputas para lasa-
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riables extensiva¥,, X, . ... X, yrestrictivo con respecto a variablgs, ,, . . ., X,
Estas Ultimas variables permanecen constantes, pero cada uaa gemeras
experimenta fluctuaciones continuas. Las variabfg& < s) fluctdan en virtud

de transferencias gn de las fuentesy el acento circunflejo sobré, se introduce
para hacer resaltar qu& es un valor instantaned! valor medlo deX, es X,

la cantidad que hemos manejado hasta ahora. La pfiaaabde queX se en
cuentre en el intervaldX,, de queX se encuentre en el mtervadﬂ(l, ... yde
queX se halle en el intervaldX_ se define comoWdX dX .. dX.. Wes una
funcion deX,, ..., X, X.,,...., X, ydelas caractenstlcas de las diversas fuentes.
El postulado S|gU|ente especifica uftama funcional particular dew.

Postuladoll'. Existe una funciéon de los parametrastensivos instantineos de
cualquier sistema, S(X,, ..), denominada entropia instantdnea. que tiene la
propiedad siguiente. La probablhdaw dX, ...dX_ de que los parametros extensivos
instantaneos de un sistema estén comprendidos en el intet¥gla .., dX_, para
un sistema en contacto con las fuentes correspondientes, uiene dada por

W=, expl%(S' ~ Y FX, — S[Fy.... E] (15.1)
(o]

donde

k es la constante de Boltzmann
§ es la«entropia instantanea» del sistema
F, = F] es el parametro intensivo de la fuentedS’/0X;

S[Fy, - .., F] es el valor maximo d¢§ — ) FX,; veremos mas adelante
0

gue es, de hecho, idéntico a la transformada de Legendeeederopia de

equilibrio

Q, es una constante de normalizacion tale

deo jd}?1 dez---fdfswz 1 (15.2)

Las propiedades asignadas ataropia en los postulado8II y IV del capitulo 1
deben interpretarse ahora como aplicables entfeopia instantanea.

Si los parametros extensivd§, toman sus valores medid§, la entropia ins-
tantanea adquiere un valor denominadfor de equilibrio de la entropiakEsto es,
la entropia de equilibrio Sse define por

S(Xg. Xph o) = S(Xo, Xy, oo0) (15.3)

Esta definicion deS establece el contacto entre nuestra nueva formulagidm
formulacidn_anterior
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15.2 Valores medios o de equilibrio

Con objeto de asignar a la funcion de distribucidhun significado intuitivo,
vamos a calcular los valores medios de los paramdimoriantes. Estos valores
medios son los valores de equilibrio termodindmigoy al calcularlos nos veremos
conducidos a nuestros anteriores criterios de equlibferemosasi de qué manera
el postuladoll’ implica el postuladdl.

El célculo se simplificara notablemente si anticipamos un hecho qyesse
ficarda méas adelant® bien, si lo preferimos, podemos incorporarlo a nueptr®
tulado. En cualquier caso, el hecho es que la funcion delmiston para los sistemas
macroscopicos es tan abruptamente aguda que los valomissyelos valores
mas probables son practicamente idénticos. Si se repae¥een funcion dex,,
la distribucion tiene mas el aspecto de la figifrda que el de la figurd5.25. Aunque
podriamos calcular perfectamente los valores mediosc@imente a partir de
la ecuacion 15.1, resulta considerablemente ¢ndmdo calcular los valores més
probables.

Funcién de distribucion puntiaguda,
| .— analoga a la funcién de distribucién
termodinamica

!
w |
|
|
|
| Valores medio y mas probable
!4/ practicamente indistinguibles
!
J |
X—
Funcioén de distribucién achatada
sin significado fisico
w

Valor

|
I
l
}
|

mas -j
probable A | medio

Fig. 15.2 Funciones de distribucién acusadamente puntiagud@hytada. La funcién
de distribucidontermodinamica es muy puntiaguda, y los valores medios deXpson prac-
ticamente indistinguibles de los valoresis probables.
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Los valores mas probables de X,;;son los valores que maximizaw. Pero,
puesto que una funcién exponencial es una funcién mongtente creciente de
su argumento, se sigue que los valores mas probables Jfk B aquéllos que
maximizan la cantidad entre paréntesis de la ecuaciéon 15.1. Eloutémmino
S[F,, ..., F.] no es funcion de lag,, por lo que los valores mas probables (o
medios) de lasX, vienen determinados por la condicién

s* st 1

SXp oo . X Xoyys s X) = Y FX, = maximo (15.4)
4]

Si definimos losparametros intensivos instantane#; por

. oS
F == 15.5
£ox, (15.5)

entonces el cambio dS asociado a las transferencias infinitesimaded, entre
el sistemay la fuente es

88 =Y F, X, (15.6)

o M-

La ecuacion 15.4 puede escribirse de forma mas familiar haciendo la prime
diferencial igual a cero:

d <S - Z F,Xk> =0 (15.7)
0
de donde, por la ecuacion 15.6, el valor de equilibrid,des

valor de equilibrio d&F, = F, (15.8)

El hecho de que los pardmetros intensivos del sistgrda la fuente sean iguales
en el equilibrio nos resulta ahora completamente familiar.
Si definimos la transformada de Legendre dedéropia instantanea por

Py

S[Fy ..., E]=5 - YEZX, (15.9)
4]

S.

entonces la ecuacion 15.4 puede reinterpretarse como: sigue

Los valores de equilibrio de los parametros extensicos no ligaltosn sistema,
en contacto con fuentes dg,, F,, ..., F, constantes, maximizaS[F,, ..., F.]
paraF,, ..., F, constantes (igualesk,. .. .. F)). Este es precisamente el principio
de maximo para las funciones generalizadas de Massieu.rncidfu que aparece
en la ecuacion 15.4 es analoga a la funcion que aparece en la ecdd€ipaunque
la ecuacion 15.4 seplica a un caso mas genenaksta expresada la representacion
entrépica en lugar de la representacién energética. Lacde&du del criterio de
equilibrio precedente a partir de la ecuacion 15.4 es, del misntm nrenaloga a
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la deduccion del criterio de equilibrio particular a padeérlas ecuaciones 6.$®.11.
Por consiguiente, los diversos principios extremeketa termodinamica clasica
se siguen directamente del postulddoque, por tanto, puede reemplazar adecu:
damente al postuladd.
Pasaremos a demostrar ahora que la cantifigd, ..., F,] que aparecia
en la ecuacion 15.1 es la transformada de Legendre eetrepia de equilibrio.

Hemos definidoS[F,, ..., F,] como el valor maximo d§ - Y F,X,. Pero, por

0
la condicién de equilibrio, este maximo ocurre cuando X,goman sus valores
de equilibrio X,, y, segun la ecuacién 15.5,toma entonces el vald®. De ello se
deduce, por tanto, qu8[F,. ..., F,] es la transformada de Legendre de la er
tropia de equilibrio, como anticipabamos en la ecuaciéon 15.1.

15.3 Momentosy funcion de distribucion

Supongamos por un instante qig es la Unica variable fluctuante, permane
ciendo todas las restantes variables ligadas por eareestrictivas. Pasaremos
revista brevemente a algunos teoremas estadisticos etdesepara dicha variable
fluctuante.

La desviaciorn(X,, — X,)deX, respecto a su valor medit, es en si misma una
variable fluctuante. El valor medio de la desviacién es evidententemno. Desig
nando los valores medios por corchetes angulérgs de tal modo que por de
finicién

Xy = X, (15.10)
el valor medio de la desviaciéon es
Ry = Xo> = (K> — (K> = (X> — Xy =0 (15.11)

El valor medio del cuadrado de la desviacion no es cero, dado que esel v
medio de una cantidad intrinsecamente positivadésviacioncuadrdtica mediao
carianzaes una medida ampliamente utilizaglaonveniente de la magnitud de las
fluctuaciones, aunque, por supuesto, es solamente una especificaital pe la
distribucion. La desviacion cuadratica media se llama tamimémento de segundo
orden de la distribucién.

El momento de segundo orden es

{(Xy = Xo)*> = (X — 2K.X, + X =
= (X2 - 2X2 + XE = (X3 - X3 (15.12)
Esto es, la desviacion cuadratica media es igual al valor medio del cuadrado m

el cuadrado del valor medio. Este es un teorema elemeastddistica perfecta
mente conocidg Uutil.
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El momento de tercer orden de la distribucién(és, — X;)’> y el momento
de ordenn es {(X, — X,)".

Si se da la funcidn de distribucién, todos los momentos puedblarse por
integracion. Para el momento de ordertenemos simplemente

(X, - X = Su?O - X, W(X,)dX, (15.13)

Inversamente, si se conocen todos los momentos, puede catcldafuncion
de distribucion. Aunque no precisaremos tal calculo e¥stro estudio, indicaremos
de forma resumidal método para el lectanteresado. Una funcion util para este
propésito es la denominadancién caracteristica,definida por

W () = f e~k (X,) dX, (15.14)

La funcion caracteristica es la transformada de Fouwl@#(X,). De acuerdo
con un conocido teorema, la ecuacion 15.14 puede irsenpiara obtenel’ (X))
en funcion de# (w):

W(X,) = Tlnj e~ %oy () do (15.15)
Volviendo ahora a la ecuacioh5.14. desarrollemos la exponencial en serie de
potencias:

- . . - R X ~
eino — eleD eu:;(Xg*Xo) - elmxoz ;1’ (iO))"(XO _ O)n (1516)
0 .

Insertando esta serie en la ecuacién 15.14. encontramos

W(0) = ooy (’n"—? J (X, — Xy W(&,) dX, (15.17)
= )

W (o) = XS (L;)’l Xy — X (15.18)
=l

Por consiguiente, si se conocen todos los momentos, madglarse¥? (») lle-
vando a cabo la suma indicada en la ecuacion 15ylBpsteriormente se puede
calcular W(X,) por la ecuacion 15.15.

La discusion que antecede pone de manifiesto que la serie completa de-los mc
mentos, mas el valor medi§,, es totalmente equivalente a la funcion de distri
bucion. Para muchos propdsitos, los momentos tienen un gramdigco, en
particular los momentos de segundo ordgren menor grado los de tercero.

Si son mas de una las variables que disponen de libertad hataar simul-
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taneamente, el nUmero de momentos aumenta con raidas variables fluctuan
tes sonX,, X,, ..., X,, los momentos de segundo orden de la distribucion so

(X, - Xy, — X)) = j ax, jdfl j dX (K, = X)(K, — X
x W(X,, ..., X) (15.19)

Los indices j y k se pueden seleccionar det 1) formas distintasy por consi
guiente existen(s T 1)> momentos de segundo orden. Correspondientemente
existen(s + 1)" diferentes momentos, definidos de forma obviamente analoga
la ecuacion 15.19. De nuevo, la serie completa de momentos es totalewgriva
lente a la funcién de distribucion por expresiones multidimemrdésnanalogas a
las ecuaciones 15.1%615.18, las cuales no expondremos de manera explicita.
De los momentos de segundo orden, aquellos que tienen la forma espe:
{(X, - X)* miden la magnitud de las fluctuaciones de la varieX, eLos mo
mentos de segundo orden de la forr(\(aX X)(X - X)>, conj # k, miden
la correlacién entre las fluctuaciones X=y X, Aun cuando tanto((X X)*
como((X, — X,)®> pueden ser grandes la cantldé(d( X)(Xk - X)) puede
ser pequefia. De hecho, esta Ultima cantidad se anularé $iugtuacion positiva
(X, — X,) tiene la misma probabilidad de ir acompafiada por un valor negativ
de(X, - X,) que por uno positivo, esto es;(fﬂj - X)) y (X, — X,) no estarcorre-
lacionadas entre si.

15.4 Momentos de la fluctuaciéon termodinamica

Vamos a pasar ahora a un célculo directo de los diversos momelet los
parametros extensivos termodinamicos fluctuantes. Adoptandmticion X,
para la desviacion d&, con respecto a su valor mediq,

3X, = (X, - X)) (15.20)
un momento de segundo orden tipico es
OX;0X,> = J(ij SX)W dX, dX, - - - dX, as.21)

Para realizar la integracién, observaremos primem, debido a la forma dav,
dada en la ecuacion 15.1,

ow 1 ( ,  3S[F...,
oF, k<_X"—

ENp — _Lip
- )W— P @ = Xgw (1522)

k

O sea

L
ar _ —1s% 15.23
oF,  k o (15:23)
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El momento de segundo orden de la ecuacion 15.21 puede eseréifiora como

(oX, 5%, = —kJ. pold L dX, (15.24)
o bien, por una identidad evidente,
P ., R . 0(5)() .
(6X; 0%,y = —ka—F—JéijdXO - dX + k I T, dX, - --dX, (15.25)
Pero
aoX) — a ax,
La ecuacion 15.25 se convierte de este modo en
4 X, .
(6%, 6X,> = —k WXy X, (15.27)
OF, OFk

El primer término se anula porqéX,) se anula independientemente del valor
de F,, de forma que

" oX.
(60X, 0X,> = 4k<8}7j) (15.28)
k/Fo,..., Fr1, Frets.on, Fo. Xs41.....X¢
0, por simetria,
, (i) 4
OX;0X,> = —k (—X’f) (15.29)
66 Fo.....Fj—1.Fjs1,..., Fs, Xsa1,...,X¢

Esta ecuacién, que da los momentos de segundo orden, esithd® general
mas importante de la teoria de las fluctuaciones teindodicas. Mas adelante
consideraremos algunos casos especiglegplicaciones de este resultado. pero
antes vamos a calcular los momentos de orden terceuperiores de la distri
bucion.

Consideremos un momento de tercer ordgsico, tal como

(6K, 80X, 0%, = S(é)&. 60X, 0X,)WdX,dX, ...dX, (15.30)

Las ecuacione$s.21-15.25 pueden transcribirse poniendo simplemente el mtodu
60X, 0X, en lugar dedX,. La ecuacion 15.25 se convierte entonces en

(3%, 0%, 0%, = -k#fa)ﬁ. SXWdX, - dX,
Lk

kWL sX,6%)dR,- - dR,  (1531)
oF, i
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La derivada del producto que aparece en el (ltimo integragnaole escribirse
como suma de dos términog,de acuerdo con la ecuacion 15.26, encontraremo

a<5X 5X)y ax

5oiv s 5. aX, .
(X, 0X, 06X, = — F, — k{6X > oF, j>§Fk (15.32)
Pero
(36X = (X)) =0 (15.33)
de donde
(86X, 86X, 0%, = — k—— (6X,6X) (15.34)
Segun la ecuaciohs.28 tenemos
X,

0%, 0%, 6% = k? (15.35)

[?Fj ()7,(

La forma de la ecuacién iterativa 15.32, que relaciona cagimento con los
diversos momentos de orden inferior, se generaliza facilmente para los masmen
de orden cuartg superiores. Andlogamente a las ecuaciones 4% 32, tenemos

(6%, 5%,5%, %> = —ka—%@)ﬁ. 5X,6%y — k 0> —
X Lo
aX 0%, (15.36)
I
y, por la ecuacion 15.35,
3X,

5X. 0%, 5% S P -
(0%, 6%,0%, 86X = —k o oF, oF, *

0 - 0X, ) ;
L A e R ALY (15.37)

2
t KGR ok, T K GF o, T X G, oF,

Como casos especiales, que ilustran el resultado general anterior, corsiiera
las fluctuaciones de energia de un sistema simple en contacto diatérmiamao
fuente de calor pero confinado por paredes impermesalibidas. En tal caso.
el Unico momento de segundo orden es, segun la ecuasids

i
(SU)?y = _k(a(l/T))‘ - (15.38)
O sea

(OO = kT? (‘Z?) = kT*Nc, (15.39)
V.Ni{, N>,
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La desviacion cliadratica media de la energia esta regida en este caso par el calo
especificoa volumen constante.

Consideremos ahora que el mismo sistema esta en contacto simoitnea
con fuentes de calor y volumen, de tal modo que tdhtmmo Vpueden fluctuar.
Entonces

WSUY?S = —k (5(‘;/[;)) = kT?Ne¢, — kT*PVa + kTP*Vi, (15.40)
P'T,N| N>

. ov ,

GBUSYY = —k/—) = kT?Va — kTPVk (15.41)
\oUT) ) 7 x !
. cV oV

P2y = -k(- ¢ ) kT< ) - kTVx 15.42

« ’ WPT)), T.Ni.... oP T.N:. ! ( L

Comparando las ecuaciones 15¥05.39, vemos que la fluctuacién de cada
parametro depende dedaslas fuentes con las cuales esta en contacto el sistema.
Los momentos de la fluctuacién en cada caso estacigrlEdos con magnitudes
termodindmicas conocidas.

Como se ha mencionado anteriormente, una de las consecuencias de-las fluc
tuaciones termodinamicas que se observan facilmenta dsspersion de la luz
por las fluctuaciones de densidad en un sistema fluigiolos problemas 154
a 15.47 se demuestra que la fraccion de la intensidad luminos&miaga por un
sistema fluido de volumen totdf,, es

. 3
dispersada_ 87 , 7 _ 1y2(c + 22 (15.43)
I, 2745

dondeA es la longitud de onda de la luz en el vacio gsla constante dieléctrica.
Debido a la dependencia ¢i;*, la luz azul se dispersa mucho mas fuertemente
gue la roja. El sol aparece rojo cuando esta bajo en el hdez®bido a que la luz

se dispersa selectivamente, dejando los rayos directos del sol deficiente en com
ponente azul. Por otra parte, la luz difusa del cielo durantéagtompuesta por

luz solar dispersada indirectamente, es predominamtemazul. El color del
cielo es, pues, una prueba cotidiana de la existencia de las fluctisatsoms
dindmicas.

Habiendo obtenidoya una expresién para la desviacién cuadratica media,
volveremos ahora a la cuestion de la «agudeza» o grado de curtosifudeifa de
distribucion. Hemos supuesto que la distribuciéon tiene ulo tao acusado que
los valores medios pueden ser sustituidos por los valores méas probables. Udea medi
conveniente de la agudeza de la distribucion es la relacion entmeclzuea de la
distribucion y el valor medio. La anchura puede medirse palesviacionzipica
((X X)2>”2 Asi, pues, la agudeza viene medida por la pequefiez de la rela
cion ((X X)) >”/X Segun la ecuacién 15.28, vemos que este cocienig- es
versamente propormonal a la raiz cuadrada de los parametros extensiros. P
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consiguiente, la distribucién se hace tanto mas agudatouaayor es el tamafio
del sistema. Para un sistema macroscoépico, la distribuesoafectivamente muy
aguda, como puede comprobarse insertando cualgd&tas ecuacioness.39-
15.42en el cociente anterioy eligiendo valores razonables para los parametro:
que intervienen en él.

Problemas—Seccion 15.4

15.4-1. Un subsistema d& moles, definido conceptualmente en el seno de un grar
sistema constituido por un gas ideal puro, sffuetuaciones de energia y de volumen. El
sistema total se halla a la temperaturaOf€ y la presion de 1 atm. ;Cuél tiene que ser la
magnitud deN para que la desviacion tipica de la energia sea el 1@@de la energia media
del subsistema?

15.4-2. ;Cual es el orden de magnitud de la desviacion cuadratica noEligolumen
en una muestra metalica tipica cuyo volumen medio es li@m®? La muestra se encuen
tra a la temperatura ambiente y a la presién atmosférica

15.4-3. Considérese un pequefio volumen Ven el interior de un sise@mple de dos
componentes. Sea, = N /(N, + N,), dondeN, y N, son los nimeros de moles dentro
de V. Demuéstrese que

N2(8%,)? = (3N))® - 2x,(0N, 0N) + x2(ON)?

y calculese la desviacion cuadratica media de la concentra<(é*,)*»

15.4-4. Considérese una pequefia cantidad de materia, cddatifpor un nimero
fijo N de moles, cn un gran sistema fluido. Seala densidad media de estds moles, es
decir, la masa dividida por el volumen. Demuéstrese lguecuacién 15.42 implica que las
fluctuaciones de densidad son

B> KT,
pNZ V
donde Ves el volumen medio de Iblsmoles

154-5. Recordando qu& = R/N,, dondeN, es el numero de Avogadro, demuéstrese
gue las fluctuaciones de densidad de un gas ideal vienen dadas por

oy 1
Py’ NN,

esto es, que la desviacion cuadratica media relativia densidad es el inverso del nimero
de moléculas del subsistema.

154-6. Demuéstrese que la desviacion cuadratica media relaterda densidad de
1073 g de airea la temperaturay presién ambientes es despreciable. Considérese el air
como gas ideal.

Demuéstrese que la desviacion cuadratica mediavelde la densidad d2 x 107'¢ g
de aire a la temperatura y presién ambientes es aproximemtai1 por 100.
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Demuéstrese que el volumen medio de las muestras menciopadgyoximadamente
2cm?en el primer caso, e igual al cubo de la longitud de onda dedaisible en el segundo.

15.4-7. La constanteadieléctrica e de un fluido varia con la densidad seglanrelacion

e — 1
e+ 2

= Ap

en la queA es una constante. Demuéstrese que las fluctuaciones de $aacom dieléctrica
de una pequefia cantidad #emoles de materia en un gran sistema son

k Tk,

o (- Dty

((diy) =

siendo Vel volumen medio de lod moles

15.4-8. Si una radiacién luminosa de intensiddgl incide sobre una region de velu
men V, la cual tiene una diferencioéZ de constante dieléctrica con respecto a su entorno
medio, la intensidad de la lug, dispersada en un angubby a una distancia es

2 V2(5€)? P cos? 6
= 2

I, =
° 244 0 r

donded, es la longitud de onda en elcio de la luz incidente. Esta expresion se conoce como
dispersién de Rayleigh.
En un fluido, cada pequefio volumen V produce una dispersiéoherente, y la inten
sidad total dispersada es la misma que las intensidadggerdadas desde cada region.
Segun el problema 1574 tenemos

V2((di)) = 2%kTw (e — D T 2V
y, sumando esta cantidad para el fluido total, se encuentra
TV238)?) = $kTr(e — )& + 2)* Vo

dondeV,,, es el volumen total del fluido. Por consiguiente, la intdad total dispersada

en un angulo? y a una distancia del sistema dispersante es

2 kT, 1 + cos? 0
T = D6+ DUV ———

total rZ

1 =
LTI

Integrando sobre la superficie total de una esfera, detrests que la intensidad total
dispersada es

8n®
‘dispersada = 2—7—)% kTK-,(S - 1)2(8 + 2)2[0V|0Ia|
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15.5 Una forma alternativa para los momentos de segundo orden

Las derivadas con las que estan relacionadas los momdatsegundo orden
por la ecuacién 15.28 son muy similares a las derivadas encontadasteoria
de la estabilidad. De hecho, la derivada de la ecuacion 15.28&sagrde la expresion
anéloga en la representacion entrépica a la derivada @euacion 9.54. Para
expresar mas explicitamente esta analogia, adoptaréanaotacionS® para la
transformada de Legend&{F,, ..., F.]:

5* = S[F,, ..., F] (15.44)

s.

Entonces, si nb ni k son mayores queg

o*s* 0X, X,
S‘.S = = — Tk = - 4 (1545)
k" OF, 0F, OF, oF,
Por comparacién con la ecuacion 15.28, tenemos
(6X;0X,> = —kS;, (15.46)

La ecuacion 15.45 es la forma convencional en la que se expresan mas-4rec
temente los momentos de segundo orden.

Podemos indicar también, de pasada, que la caniS;aguede describirse en
lenguaje matricial por los métodos del apénd&eSi S, es el elementg k de una
matriz (s + 1) por (s + 1), entoncesSs, es el elementq, k de la matriz inversa.

Refiriéndonos de nuevo a la primera de las ecuaciérigs recordemos que
|¥5| = o en un punto critico. Es evidente que el andlisis deplontos criticos
podria repetirse en la representacion entropica, obteog&ndntonces

|5l = o0 (15.47)

en los puntos criticos. Por tanto, aunque las fluctuasorermodinamicas son
generalmente pequefiaa hacen enormes cerca de los puntos criticos.

En un sistema estable, una fluctuacion conduce a una fuerzeeracigqva grande
para una fluctuacién pequefia. En cambio, en un puntaeriéis fluctuaciones
pequefias no inducen fuerzas recuperadoras, y crecen hastaehang/ grandes
antes de verse limitadas por las fuerzas recuperadorasfluduaciones en los
sistemas estables y en los criticos son anélogas adesmentos brownianos de
una particula ligada a un resorte rigido y de undiqaa libre, respectivamente.

Un problema clasico que desempefié un papel importante en el désarr
histérico de la teoria de las fluctuaciones termodinames la opalescencia critica.
En el punto critico, las fluctuaciones de volumen dalquier porcion pequefia
de un fluido se hacen enormes. Esto es, el fluido experimenta egdladtuaciones
de densidad de un punto a otro. Un rayo de luz que atraviefleithid se dispersa
fuertemente, y la luz dispersada confiere al fluido una apariencédesgente.
La teoria de la opalescencia critica deriva de la ecuacion 15.4% anaobserva
cion de quex; es formalmente divergente (y de hecho se hace muy grandé) er
punto critico.
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15.6 Distribuciéon de Gauss asociada

Los momentos de los parametros extensivos fluctuantes fuetomactos por
primera vez por Einstein en 1910. El método de Einstein fue un método aproximado
gue casualmente da resultados correctos para los momedatssegundo orden,
pero que da resultados inexactos para los momentos de sugerior. No obstante,
el método es intrinsecamente interesante, analiticam&anicillo e intuitivamente
revelador.

En el método de Einstein se hace un desarrollo en serie del argumento de la
exponencial enV (ecuacion 15.1) y se desprecian los términos de orden suri
segundo, obteniéndose de este modo una forma analiticaisyax y sencilla
para W. La distribucion se convierte en urthstribucion de Gauss des + 1) di-
mensionesuna forma muy estudiada en estadistica elemental. El lcattel los
momentos de dicha distribucién no es trivial, pero ahos es estandar.

DesarrollaremosS. alrededor del valor de equilibri§, en potencias de las
desviacionesdX, = X, — X,:

~ 3 o l s 8 ~ -
S:S+%FkoXk+§%%Sjk5jéXk+~-' (15.48)
Introduciendo la ecuacion 15.48 enlls.1 y recordando qu§{F,, ..., F,] = S
- ) FX,, encontramos
0
W = Q, exp LZZS.k(s/\;.(ﬁ/\;k+ (15.49)
kG T

Si despreciamos los términos de orden superior, camimos la constante de
normalizacionQ,, con lo que tendremaaproximadamente

1 S S .
W =0Q, exp (z—k%Zsﬂ( oX, 6Xk> (15.50)

Dejaremos para un problema la demostracion de que est@fume distr
bucion de Gauss aproximada predice los momentos de segundo cvdecta
mente, tal como los da la ecuacion 15.46, pero no predice con exactitud los momentos
de orden tercero y superiores. Por el hecho de que da cameate los momentos
de segundo ordeny, por ser éstos los momentos de intefé&o fundamental,
la distribucién de Gauss se utiliza ampliamente enet@ia de las fluctuaciones
termodinamicas.

Problemas—Secciénl15.6

15.6-1. Para calcular los momentos de fluctuacion de la distithu@aproximada de
Gauss (ecuacior5.50), definase una magnitud#, por

3F, =) S, 8%, (@)
0




276 Teoria de las fluctuaciones

para la cual la ecuacioén inversa es

0X; = ZSL‘ oF, (b)
o
Primero demuéstrese que
. Jln W
5F, = k 010 (©)
00X,

Sea ahora ¢ una funcién de la forma

¢ = (0X)"(3X )" - (5X )™ d)

en la que lag; son nimeros enteros no negativos. Utilizando el resultidoostrado mas
arriba, demuéstrese que

b oFy = —k <é‘f{> =~ kn 15X (e)
(& &

Considérese ahora la magnitu@éX,> y, empleando las ecuacionéB)y (e),demués
trese que

(P 6%y = —k Y Sn<p/0X) %)
o
Por ultimo, demuéstrese quegi= 1 se obtiene(dX,> = 0, que si¢ = 5Yj se obtiene

la ecuacionl5.47,y que otras elecciones «f=permiten el calculo de los momentos de orden
superior.

16

Termodinamica irreversible

16.1 Observaciones generales

A pesar de lo Gtil que ha demostrado ser la caracterizacion sdestados de
equilibrio por la teoria de la termostatica, debe admétijse nuestro interés fun
damental se enfoca con mas frecuencia hacia los procesos queldmeistados.
En biologia, particularmente, es el proceso vital el quaeahuestra imaginacién,
mas que el estado de equilibrio final hacia el cual se encammmatablemente
todo organismo. La termostética facilita dos métodos goe permiten inferir
cierta informacién limitada acerca de los proceg@so ambos métodos son indi
rectosy proporcionan unos resultados muy pobres. En primer lugandéemndo
los estados de equilibrio inicial y final, es posible algunas verstaraun proceso
y luego determinar el efecto del proceso en su totalidad. Borsdo lugar, si cierto
proceso se produce con lentitektremadapodemos compararlo con un proceso
cuasiestatico, idealizado y no fisico. Pero ninguno de estasdog se enfrenta al
problema central de laselocidades de los procesos fisicos reales.

La rama de la termodinamica que se ocupa de las velocidades geolssos
fisicos es la teoria de l@rmodinadmica irreversible.

Dos postulados basicos sustentan la mecanica estaddgicequilibrio. El
primero se refiere a la existencia de un nimero enorme de estados atéemices
los cuales ocurren transiciones espontaneas continuas ensel deruna obser
vacion macroscépica. El segundo es la suposicion de igual probabilidad a priori
de cada uno de los estados atomicos. De estas hipétessnadamente gene
rales se sigue toda la teoria general de la mecéanica est@adigue culmina en
los teoremas que, a su vez, constituyen los postulados de neogitica. De
bido a la naturaleza general de los postulados, tedigriones de la termosta
tica son también generales. No se predicen los valores numéteaslores
especificos, compresibilidades, etc., pero si ciertas relacionesajes entre estas
magnitudes.

La teoria de la mecéanica estadistica del no equilibrtd éasada en los dos
postulados de la teoria del equilibrio, mas el postuladoiadal de lasimetria de
las leyes fisicas en el tiempo Este postulado adicional establece qoéas las leyes
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de lafisica permanecen inalteradas si el tiempose reemplaza por su opuestot y
si simultdneamente el campo magnéticdH, se reemplaza por su opueste H,.

De los postulados generales de la mecanica estadtlcno equilibrio deriva
una extensa teoria que culmina en varios teoremas, los caaas/ez, constituyen
los postulados de la termodinamica irreversible. De estos se deducermésor
termodindmicos de naturaleza general, que expresan relaciones diversas
magnitudes dinamicas.

El primero de tales resultados fue el teorema de recig@d de Onsager, que
expresa una cierta simetria en la respuesta de dossp®cgie ocurren simulta
neamente. Otro resultado es el teorema de fluctuatigipaciéon deH. Callen
y T. Welton, que expresa una relacion entre la respuesta irreversible y lasfluc
ciones de equilibrio. Otros teoremas relativos a las flaciones durante un procesc
irreversible, y que implican ampliaciones a procesos no lineales, han sigoaes
llados por W. Bernarg H. Callen y porM. Lax.

A pesar del numero considerable de resultados de la termodiaadgl no
equilibrio, el resultado de mayor importancia en lactici es, con mucho, el
teorema de la reciprocidad de Onsager. Por consigyidimitaremos nuestra
atencion a este teorema exclusivamente. En la setéi&indicaremos cdmo esta
relacionado este teorema con el postulado fundamental de éar&nen el tiempo.

16.2 Afinidades y flujos

Como preparacion para nuestro estudio del teorema deg@nsadefiniremos
ciertas magnitudes que describen de manera apropiada los Erocesersibles.
Bésicamente, se requieren dos tipos de pardmetros: uno, para ddagciiberza»
que impulsa un proceso, y el otro, para describir lauesfa a dicha fuerza.

Los procesos de interés mas general se producen en sistemas cqrtitass
como el flujo de energia en una barra con un gradiente cantdeuemperatura.
Sin embargo, para sugerir la manera mas adecuada de seleccionar los parar
en tales sistemas continuos, consideraremos primero el caso rektieagimple
de un sistema discreto. Un proceso tipico en un sistema discreta pedel flujo
de energia de un subsistema homogéneo a otro a traufsadseparaciodiatér-
mica infinitamente delgada.

Consideremos un sistema compuesto constituido por dos trbas Unpa-
rametro extensivo tiene valord§ y X, en los dos subsistemas, y la condicion d
cierre exige que

X, + X' =X (16.1)

dondeX; es una constante. &, y X, no estan ligados, sus valores de equilibri
estan determinados por la anulaciéon de la magnitud

N ﬁ 4 4 ‘? ’
zscs)—<ﬁﬁ§m _ B S _p_F (@162
0X, ¥2

X, Jxs _TX:(_ 5_1‘7:('
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Asi, si #, es cero, el sistema esté en equilibrio, per&gies diferente de cero tiene
lugar un proceso irreversible, que lleva el sistema hacia el estado de equilibrio
La magnitud #,, que es la diferencia entre los parametros intensivos en la-repre
sentacion entropica, actiia como una ((fuerza generalizadayimpulsa» el pro
ceso. Tales fuerzas generalizadas se denomiyiafidades.

Precisando mas, consideremos dos sistemas separados por una @igretch,
y sea X, la energiaU. Entonces, la afinidad es

F == — — (16.3)

No pasa calor alguno a través de la pared diatérmicadifdeencia entre las in
versas de las temperaturas se anula. En cambio, una diferencia no fagarer
sas de las temperaturas, que actia como una fuerza generalizagauacinter
cambio de calor entre los subsistemas.

De modo anélogo, sk, es el volumen, la afinidad, es [P/T — (P'/T")],
y si X, es un nimero de moles, la afinidad asociadpugd” - (1/T)].

La respuesta a la fuerza aplicada la caracterizargrooa velocidad de cambio
del parametro extensivd,. El flujo J, se define entonces por

dx,

Te="r

Il

(16.4)

Por consiguiente, el flujo se anula si se anula la afinidadna afinidad diferente
de cero conduce a un flujo diferente de cero. Es la relacién entre flujos y afinidades
lo que caracteriza las velocidades de los procesos irreversibles.

La identificacion de las afinidades en un tipo particular de sistema suele resultal
méas comoda cuando se considera la velocidad de produccion de iantDmpi
vando laentropia S(X,, X,,...) con respecto al tiempo, tenemos

ds o8 dx,

dr ~ “ox, dr

(16.5)

O Ssea

S=Y#J, (16.6)
k

Asi, la velocidad de produccion de entropia es la suma de los productos de cada flujo
por su afinidad asociada.

La ecuacion de produccién detropia es particularmente Util para extender
la definicion de las afinidades a sistemas continuos en lugar de a sistema®osdiscret
Si fluye calor desde un subsistema homogéneo a otro, a tdavéea separacion
diatérmica infinitamente delgada, la fuerza gerizaidh es la diferencidl/T —
— (1/T"]; pero si el calor fluye a lo largo de una varilla metalica, en lalguem
peratura varia de modo continuo, es dificil aplicar nuestra definicion previa de
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afinidad. No obstante. podemos calcular la velocidad de prattucte entropia,
y de este modo podremos identificar la afinidad.

Tomando comguia las consideraciones precedentes, dedicaremos ahestrau
atencién a los sistemas continuos. Consideremos un sistema tridinsnsioel
que tienen lugar flujos de energia y de materia, impulsados pmdsiapropiadas.
Como flujos, elegiremos las componentes de los vectores densidades de corr
de energia y de materia. Asi, asociados con la enéfgteanemos los tres flujos
de energid/,,, J,,, J,.- Estas magnitudes son las componentggy z del vector
densidad de corriente Por definicion. el médulo dé, es la cantidad de energia
que fluye a través del &rea unidad en la unidad de tiempo, iydacibn ded, es
la direccion de este flujo de energia. Analogamente, la densidanbrdente J,
puede describir el flujo de un componente quimico pardicplor unidad de area
y de tiempo; las componenteg, J,, ¥ J,, son los flujos.

Para identificar las afinidades, trataremos de escribir la velocidad de producc
de entropia en una forma anéloga a la ecuaciéon 16.6.

Un problema que se presenta inmediatamente es el de defimtrizpga en un
sistema que no se encuentra en equilibrio. Este problemssselve formalmente
como sigue.

Asociemos a cualquier region infinitesimal ueatropia local S(X,, X, ...),
donde,por definicion, la dependencia funcional d& con respecto a los parametros
extensivos locales’,, X, ... se considera idéntica a la dependencia en el equilibrio
Esto es, adoptaremos simplemente la ecuacién fundamental diébeq para
asociar unaentropia local a los parametros localé§, X, .... Entonces

ds = Y F dX, (16.7)
k

o0 bien, tomando todas las cantidades por unidad de volumen,*

ds = Y F, dx, (16.8)
k

El sumatorio de esta ecuacién omite el término correspondiehteolumen v,
por consiguiente, tiene un término menos que la ecuacion 16.7.

Nuevamente, se toma como parametro intensivo logglla misma funcién de
los parametros extensivos locales que deberia consideran el equilibrio.Dicho
sea de paso, a este convenio se debe el que podamos hablar dad@éraontinua
de la temperatura en una barra, a pesar del hecho de que la téfogosmplica
la existencia de temperatura Unicamente en los sistemas en equilibrio.

La ecuacién 16.7 sugiere inmediatamente una definicion razonable dila
sidad de corriente dentropia J;

J, = $FJ, (16.9)

* Debe observarse que en el resto de este capitulo utitimasdetras minldsculas para indicar los
parametros extensivopor unidad dewvolumen en lugar depor mol.
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dondeJ, es la densidad de corriente del parametro extengjyoLa magnitud
del flujo deentropia Jg es laentropia transportada a través de la unidadadea
por unidad de tiempo.

La velocidad deproduccion local deentropia es igual a laentropia que abandona
la region, mas lavelocidad de aumento dentropia en la propia region.Si s designa
la velocidad de produccién dmtropia por unidad de volumery ds/d¢ designa
el aumento dentropia por unidad de volumen, entonces

0s
§ = — - J 16.
S 2 + V- Jg (16.10)

Los diversos parametros extensivos no pueden producirse ni destrliego las
ecuaciones de continuidad correspondientes a estos papinse convierten en

0~k yvey, (16.11)

Ahora estamos preparados para calcSlakplicitamentey, por tanto, para iden
tificar las afinidades en los sistemas continuos.

El primer término de la ecuacion 16.10 se calcula facilmente a parta éeua
cion 16.8:

0Os ox
k

El segundo término de la ecuacién 16.10 se calcula tomando la divergencia de I
ecuacionl6.9:

V-JS=V-(ZFka>=ZVFk-Jk+ZFkV-Jk (16.13)
k k k

Asi, la ecuacion 16.10 se convierte en

2
s:ZFk-a)‘tk+ZVF-Jk+ZFkV-Jk (16.14)
k k k

Finalmente, por lacuacién 16.11, se observa que los términos primeescero
se anulan. dando

§=YVF-J, (16.15)
k

Aunque la afinidad sefefine como la diferencia entre los parametros intensivos en
la representacion entrépica para sistemas discretssel gradiente de los parametros
intensivos de la representacion entrépica en los sistermntinuos.

SilJ,, designa la componentade la densidad de corriente de energia, la afinidad
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asociada#,, esV_(1/T), es decir, la componentedel gradiente de la inversa de
la temperaturaY siJ, designa la densidad de corriente dedikno nimero de moles
(el nimero de moles del componente k que fluye a través de la udaladea por

segundo), la afinidad asociada cépes#,, = -V, (“—{j)

16.3 Sistemas markoffianos

Para ciertos sistemas, los flujos en un instante dado depesaleamente de
los valores de las afinidades en dicho instante. A tsigemas les llamamosar-
koffianos, aceptando la terminologia de la teoria de los procesosoailes, y limi-
taremos nuestra atencién a este tipo de sistemas.

Para un sistema no markoffiano, los flujos pueden depender dealoses de
las afinidades en instantes anteriores, asi como deasories en el momento pre
sente. En el caso eléctrico, una resistencia pura es un sistema mamnkoffinientras
que un circuito con capacitancia o inductancia es no markoffi Un sistema
no markoffiano posee ((memoria)).

Aunque podria parecer que la restriccién a los sistemakaffeanos es una
restriccion muy severa, de hecho se encuentra en la practeedagmayoria de los
sistemas interesantes, aparte los sistemas eléctsiensnarkoffianos. La amplia
cién de la teoria a los sistemas no markoffianos, que no pra®enos aqui, ha
sido mas importante por su elucidaciéon de principios qoesu aplicacion a sis
temas reales.

Para un sistema markoffiano, por definicién, cada flujo local depdimica
mente de las afinidades locales instantaneas y de los pém@srintensivos locales.
Esto es, prescindiendo de los indices que designan componentesiatesto

F,

0

F, F,

F b E )

o F s (16.16)
Asi, la densidad de corriente del nimero de moles local del coerie ksimo
depende del gradiente de la inversa de la temperatura, deddgegtes dey/T
para cada componente y de los valores locales de la temperaturaprésitan, etc.
Debe observarse que no suponemos que cada flujo dependeménteade su
propia afinidad, sino que cada flujo dependeralfss las afinidades. Es cierto que
cada flujo tiende a depender mas acusadamente de su propiaadfiagbciada,
pero la dependencia adicional de un flujo con respecto a otiradades es la fuente
de algunos de los fendmenos mas interesantes en el campo rdevixsibilidad.

Es sabido que cada fluj§ se anula cuando se anulan las afinidades, por
que podemos desarrollak en potencias de las afinidades sin ningan térmir
constante

Jo= YL, F+ =YY L, FF + (16.17)
; .
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donde
oJ
L. = [k 16.1
* <@f) e
Y
0%J,
(o705, e

Las funcionesL; se denominarcoeficientes cinéticos. Son funciones de los
parametros intensivofocales:

Ly = Ly(Fo, F,...) (16.20)

Las funcionesL,, reciben el nombre deoeficientes cinéticos de segundo orden,
y son también funciones de los pardmetros intensivosdsc8e defineanaloga-
mente coeficientes cinéticos de tercer orgetie érdenes superiores.

Para los fines del teorema de Onsager, que estamos a punto ddagn@sc
conveniente adoptar una notacion que exhiba la dependenaicohal de los
coeficientes cinéticos con respecto a un campo magnético aplicaelmaxente
H,, suprimiendo la dependencia con respecto a los restaatametros intensivos:

L, = Ly,(H) (16.21)
El teorema de Onsager establece que
L,H,) = L(-H) (16.22)

Es decir,el valor del coeficiente cinétich,, medido en un campo magnético externo
H, es idéntico al valor de.,; medido en el campo magnético opuestél,.

El teorema de Onsager establece una simetria entre el efecto érlaafthidad]
sobre el flujok y el efecto lineal de la afinidakl sobre el flujoj cuando estos efectos
se miden en campos magnéticos opuestos.

16.4 Procesos lineales

Se presenta una situacion de gran interés practico sfitddades son tan pe
quefias que pueden despreciarse todos los términos de sugenior al primero
en la ecuacion 16.17. Un proceso que pueda describirse adecemi@apor las
ecuaciones truncadas aproximadas

Jo=Y L% (16.23)
J

se denomina procesdimeal de Markoff. Para el andlisis de tales procesos, el teorema
de Onsager es una herramienta particularmente poderosa.
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Puede parecer sorprendente que un namero tan grande de qudtsisos
interesantes sean lineales. Pero las afinidades que encontramos comiUnmen
el laboratorio son muy pequefias en el sentido de la ecuacidd, }6por consi
guiente admitimos que generalmente nos hallamos ankrss que se desvian
sélo ligeramente del equilibrio.

Fenomenol6gicamente, se encuentra que el flujo de energia eneupotér-
micamente conductor es proporcional al gradiente de temyaraDesignando la
densidad de corriente de energia dgrla via experimental nos da la ley lineal

J, = -k VT (16.29)
en la quek es la conductividad térmica del cuerpo. Podemos escribir esta en
forma mas apropiada

1
_«7r2v (L 16.25
Joz K Vz (T) ( )

y analogamente para las componemtesy, y vemos quexT?) esel coeficiente
cinético. La ausencia de términos de orden superaestcomo[V(1/T)]* y
[V(1/T)]?, en la ley fenomenolégica demuestra que los gradientes dectatupa
empleados corrientemente son pequefios en el semdida ecuacién 16.17.

La ley de Ohm de la conduccidn eléctrica y la ley de Fick de la difusién son otr
leyes fenomenoldgicas lineales que demuestran que, para los vabonemes de
las afinidades en estos procesos, los términos de ordenigupen despreciables.
Por el contrario, tanto la region lineal como la regién no lineal pueden darse fac
mente en los sistemas quimicos, dependiendo de las desviaciones de las conce
ciones molares con respecto a sus valores de equilibricqueula clase de procesos
lineales es suficientemente comin para merecer una atencion especial, no €
absoluto completa, y, contrariamente a lo que se suele afieht#orema dén-
sagerno esta restringido a esta clase especial de sistemas.

16.5 Bases estadisticas de reciprocidad de Onsager

La reciprocidad de Onsager se ha establecido sin demostratitas secciones
anteriores. En el capitulo 17 se hacen aplicaciones de la mismast&rseccion
indicaremos la relacion de la reciprocidad de Onsager con el prirfcipdamental
de simetria de las leyes fisicas con respecto al tiempo.

Consideremos un sistema en equilibrio, y fijemos nuestra ateraidlas flue
tuaciones espontaneas, como en el capitulo 15. Consideremgsarticular, un
momento de correlacion tal como

QX2 AGY (16.26)

que es el valor medio del producto de la desviaéifimor la desviaciowX,, siendo
observada esta Ultima un tiempalespués que la primera. Admitiendo, pin-
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plificar, que no existe campo magnético alguno aplicado, el principio detdan

en el tiempo exige que el momento de correlacion (16.26) permaneaitarado
Si sustituimost por —z:

(8X; 60X, (1)) = (6X; 0K, (—1)> (16.27)
o0 bien, puesto que sélo tienen importancia los tiempos relativos en Idadores,
(6X;0X (1)) = (86X (x) 6K, (16.28)

Si restamos ahor{éX, 6X,> de ambos miembros de la ecuacion y dividimos por
tendremos

(5)2]. ox (T)r‘ ‘ﬁ> - <‘5_@I-75X, 6X’k> (16.29)

En el limite, cuanda — 0, podemos escribir la ecuacién anterior en términos de
las derivadas con respecto al tiempo:

(6X,0%) = (5%, 6%, (16.30)

Ahora bien,supongamogjue el amortiguamiento de una fluctuacis.X, esta
regido por lamismadeyes dindmicas lineales que rigen los procesasoscopicos:

3%, = Y L, 0%, (16.31)

Introduciendo estas ecuaciones en la 16.30 se obtiene

Y LyCoX;0F) = Y LC0F, 6X.,) (16.32)

Ahora bien, demostraremos més adelante, por los métodos pliklloals,
que

si i=j

G il (16.33)

e -k
X. 0%, ) =

<o ./5 1> 1 0

donde k es la constante de Boltzmann. Entonces, la ecub8i8® se convierte en

Ly =Ly (16.34)

que es el teorema de Onsager en ausencia de campo magnético.

Para completar la prueba, demostraremos ahora la ecu&id®h Segun la
ecuacion 15.1, podemos escribir la funcion de distribucién paraldatificiones
espontaneas en la forma

w-Q exp;’(ég _ iFk 5%) (16.35)
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Combinando esta expresién con la ecuadidd se llega a

ws# - kW (16.36)
26X,

1

Consideremos ahora el valor medio de la ecuacién 16.33

(5X,8F )y = Ja)@. OF W doX, ddX, - - - (16.37)
s W o o
=k J 0K, =5 dsX, dsx, - - - (16.38)

Sii + j, la integral sobreis X, se anula en ambos limites. iSi- j, integramos por
partes, obteniendo facilmente el resultado 16.33. Una desluauids facil de la
ecuacion 16.33 se obtiene utilizando la distribucién apraexiande Gauss de la
seccién 15.6, en lugar de la distribucion rigurosa empleada masafial deduc
cién alternativa se da esencialmente en el problema-1.5.6

Nuestra deduccion de la reciprocidad de Onsager es la dadz pmpioOn-
sager. La ampliacién al caso en que estd presente un camgétita es muy
sencilla. Sin embargo, no es facil justificar la suposicién de que las leyes dinami
macroscoépicas pueden aplicarse al amortiguamientmddluctuacion espontanea.
La justificacion de esta hipdtesis exige un andlisis de mecanica estadistica bast
profundo, por lo que esta seccién debe considerarse como una dasitosile su
credibilidad y no como una deduccién de mecanica estadistica.

17

Efectos termoeléctricos/ termomagnéticos

17.1 Ecuaciones dindmicas

Como aplicacién del teorema de Onsager, vamos a estodiafdctos termoeléc
tricosy termomagnéticos, los cuales son fendmenos asociadagoasimultaneo
de corriente eléctricg calor en un sistema. Estos fendmenpsjertas relaciones
entre ellos, fueron presentados en 1854 por Lord Kelvin sobre la base ee obs
vaciones empiricas. Kelvin presenté también un razoeato sugestivo que cen
ducia a tales relaciones, indicando cuidadosamente, sin embargdclgoeate
namiento era no so6lo indemostrable, sino que podia serv&d phtener tanto
relaciones incorrectas como relaciones correctas. Es un hecho curioso quesmuch
textos de termodindmica modernos presentan todawiazehamiento de Kelvin
como una demostracion rigurosa, ignorando por completdvertencia del propio
Kelvin en sentido contrarig olvidandose de los métodos de la moderna teoria
de la irreversibilidad.

Como se ha indicado mas arriba, los efectos termoeléctritmnomagnéticos
son fendbmenos asociados al flujo simultaneo de calor yerttgieléctrica en un
sistema. Por claridad de expresién, pensaremos en un salielajue los portadores
de la carga son los electrones. Entonces, es la densidad dentropia local, te
nemos

1 u 2
ds = z.du — =dn %(7) dn,
dondeu es la densidad de energia localel potencial electroquimico (por par
ticula) de los electrongsn el nUmero de electrones por unidad de volunyadpnde
el sumatorio se refiere a otros ((componentes)).Estos otros auenpes son los
diversos tipos de nudcleos atomicos que, junto con los elexgraronstituyen el
so6lido. Se observara que hemos tomadmmo nimero de electrongsno como
numero de moles de electrongsgs, por consiguiente, el potencial electroquimico
por particulay no por mol. En este sentido, nos apartamos dedosnetros mas
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usuales simplemente multiplicando y dividiendo por elmefio de Avogadro,
respectivamente.

Del mismo modo que la ecuacién 16.7 conducia a la ecuacion 16.9,dai@tu
17.1 conduce ahora a

I
g = 79y ~ %JN (17.2)

donde J,,3J, y J, son las densidades de corriente de entropia, deiangdge nd
mero de electrones, respectivamente. Los restantes ammnpes de la ecuacion
17.1 se suponen inmoviles, y por consiguiente no aportamiriés de flujo a la
ecuacion 17.2.

Repitiendo el razonamiento que condujo a la ecuacion 16.15, éracnas

=V d, - VEg, (17.3)

Asi, si las componentes dk y —J, se toman como flujos, las afinidades asociad
son las componentes N/e_—}_ yV ﬁT Admitiendo, por simplificar, que todos |dis-

jos y fuerzas son paralelos a la direccidny omitiendo el subindice, las leyes
dindmicas lineales se convierten en

' , 1
“In =Ly VI LV (17.4)
, ) ]
Jo =Ly Vg + Ly Vo (17.5)
y el teorema de Onsager da la relacion
L,H,) = L;;(-H) (17.6)

Al escribir las ecuaciones dindmicas precedentes hemos supiigstanidi-
mensional, tal como el que ocurre en alambres y varillaglicas. Este es el casc
que nos interesa en el andlisis de los efectos termdet# Sin embargo, cuandc
consideremos los efectos termomagnéticos en la seccion 17.@nevslque re
conocer explicitamente el hecho de que los coeficientes cinéticosgsacarrientes
dirigidas segurx pueden diferir de los coeficientes cinéticos correspondientes a
corrientes dirigidas segum.

Antes de deducir conclusiones fisicas de la ecuacion 17.6, vamosuadiref
las ecuaciones dindmicas en una forma equivalente petdtisa. Aunqued,
es la densidad de corriente de la energia interna totakrgknente es preferible
considerar ladensidad de corriente del calor. Por anatmgida relaciodQ = T dS,
definiremosla densidad de corriente de caldp mediante la relacion

Jo =TI, (17.7)
o bien, por la ecuaciéon 17.2,
JQ =3, — AUJN (17~8)
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De un modo intuitivo bastante tosco, podemos considei@mo la energia po
tencial por particulay uJy como la densidad de corriente de energia potencial;
sustrayendo la densidad de corriente de energia potencial de la densidacedeecorri
de energia total se obtiene la densidad de corriente de calor gpanespecie de
densidad de corriente de energia cinética. Sea doarg eliminandod, en favor
delJ, en la ecuacion 17.3 se obtiene

1
T

De esta ecuacion se sigue que si las componentdg gale —J, se eligen como
flujos, las afinidades asociadas son las correspondientes componer¥el e

y de (1/T)Vpu, respectivamente. Las ecuaciones dindmicas pueden escribirse er
tonces, en el caso unidimensianal, como

. i
§=V o dy = Vi dy (17.9)

Iy =L, %,Vu + lev% (17.10)
1 1
Jo = Loy 7Vl + LV (17.11)

y la relaciéon de Onsager es
L,H)=L,(-H) (17.12)

El lector debe comprobar que las ecuaciones dinamicas $717A.1 pueden
obtenerse también por sustitucion directa de la ecuacion 17.8pamdm anterior
de ecuaciones dinamicas 17.4 y 17.5 sin recurrir a la ecuacion de produccion ¢
entropia 17.9.

El significado de la corriente de calor puede exhibirse de otro modo. -Consi
deremos, por un momento, un flujo estacionario. Entoncesp thntcomo J,
tienen divergencias nulas, y tomando la divergencia de la ecuacion 17.8 se obtiel

V.J, = -Vu.J, (en estado estacionario) (17.13)

lo cual expresa que, en estado estacionario, la velocidad de incremémtodente
calorifica es igual a la velocidad de disminucién de la corriente de energia potencia
Ademas, la insercion de esta ecuacion en la 17.9 da

§ = V%-JQ +lTV-JQ (17.14)
lo cual puede interpretarse como la expresion de que la producciéon de entrop
se debe a dos causas; el primer término es la producci@ntdspia debida al
flujo de calor desde una temperatura alta a otra bagh,segundo es el aumento
deentropia debido a la aparicién de la corriente de calor.

Aceptaremos ahora las ecuaciones dindmicas Y71I0l1 y la condicién de
simetria (ecuacion 17.12) como las ecuaciones basicas para el estudio del flujo
calor y de corriente eléctrica en un sistema.
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17.2 Conductividades

Consideremos un sistema en el que una corriente eléctrica y una cokaente
lorifica fluyen paralelamente al eje en estado estacionario y sin ninglin campc
magnético aplicado. Entonces, omitiendo el subindice

1 1
—JNlel?VerL”V? (17.15)
1 1
Jo=L,5FVu+L,, VT (17.16)
donde el teorema de Onsager se ha reducido a la simple simetria
Ly, = Ly, (17.17)

Los tres coeficientes cinéticos que aparecen en las ecuaciones dinamicas pL
relacionarse con magnitudes mas familiares, tales como lakictvidades. Para
desarrollar estas relaciones, haremos, en primer lugar, unos brevestacos
acerca de la naturaleza del potencial electroquimico del&mtrones. Podemos
consideraru como constituido por dos partes, una parte quimicg una parte
eléctricay,:

Ho= e+ o, (17.18)

Si la carga de un electrén esentoncesy, es simplemente e@,dondees el pe
tencial electrostatico ordinario. El potencial quimjgees funcion de la temperatura
y de la concentracidon de electrones. Reformulando estos hech@&nenads de
gradientes, el potencial electroquimico por unidad de cargb/®g; su gradiente
(1/e)Vu es la suma del campo eléctri(1/e)Vi, mas una fuerza motriz efectiva
(1/e)Vu,. que surge como consecuencia de un gradiente de concentracion

La conductividad eléctricao se define como la densidad de corriente eléctric:
(eJy) por unidad de gradiente de potendible)Vu en un sistema isotérmico. Se ve
facilmente que(l/e)Vu es de hecho la fem, puesto que en un sistema isotérmi
homogénedvy, =0 y Vi = Vyu,. Asi, por definicion,

g = —eJN/é Vu para VT =0 (17.19)

de donde la ecuacion 17.15da
o =¢e2L,|T (17.20)
Anédlogamente, laconductividad calorifica k se define como la densidad de
corriente calorifica por unidad de gradiente de temperatura paremiereléctrica

nula:

k= —J,/VT para Jy,=0 (17.21)
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Resolviendo las dos ecuaciones cinéticas, se encuentra

D
K= o (17.22)
T?L .

dondeD designa el determinante de los coeficientes cinéticos

D=L, L,, - L% (17.23)

17.3 Efecto Seebecky poder termoeléctrico

El efecto Seebeck consiste en la produccion de una fuerza electromotniz en
termopar en condiciones de corriente eléctrica nula.

Consideremos umermopar en el que las soldaduras se encuentran a tempera
turasT, y T,(T, > T,), tal como se indica en la figura 17.1. En una de las ramas
deltermopar se ha insertado un voltimetro en un punto en que la temparasuf'.
Este voltimetro es tal que impide el paso de corriente eléctria po presenta
ninguna resistencia al flujo de calor. Designaremos los dos materiales gse con
tituyen el termopar por A y B. Con J, = 0, a partir de las ecuaciones cinéticas
se obtiene, para cualquier conductor,

L
Vyu =22 vyT 17.24
U TL., ( )

Entonces

r2 LA

12
u, — U, = | —=drT (17.25)
SRR A

r2 LB

’ 12

W - o= | =24r (17.26)
: Jr TL?I

ro,
wo— g, = ——=dT (17.27)
SR 2

Eliminandoy, y u, entre estas ecuaciones,

? L1142 Lllgl
Ly = - — dT (17.28
S L(TL:& TL%) )

Pero, puesto que no existe diferencia alguna de temperatura entreniasates
del voltimetro, el voltaje es simplemente

V—l(’ )= * (L Ly, dr (17.29)
T T = L \eTL{,  eTLE, '
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El poder termoeléctricadel termopar.e .5, Se define como variaciéon de voltaje
por unidad de cambio en la diferencia de temperatura. El signo dee elige

Figura 17.1

positivo si el incremento de voltaje es tal que impulsa la coteielesdeA haciaB
en la soldadura caliente. Entonces

e = Y (ZEL) (= (17.30)
46T,  \eTL®, eTL%,

Definiendo elpoder termoeléctrico absolutde un medio simple por la relacién

__L‘fZ
g4 = oz (17.31)
el poder termoeléctrico dédrmopar es
€48 =65 — €4 (17.32)

Si aceptamos la conductividad eléctriaala conductividad calorificai y el
poder termoeléctrico absolutocomo las tres propiedades dindmicas fisicamente
significativas de un medio, podremos eliminar los tres coeficientes cinéticos €
favor de estas magnitudgseescribir las ecuaciones cineticas en la forma siguiente

To 2
N T?ce 1 17.33
_JN:<?.’L>:VH—< )V? ( )
T?0e\ 1 1
= — — T3ge? + T?k) V= .
Jy ( . )TV,u + (TP0e* + Tk) T (17.34)

Puede adquirirse una idea interesante del significado fisico del pooeeléc-
trico absoluto eliminand¢l/T)Vu entre las dos ecuaciones dindmicas anteriores
y escribiendoJ,, en funcion deJ, y V(1/T):

Jo = Teedy + TZKVlT (17.35)
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o bien, recordando qu&g = J,/T,
Jg = eey + TKV—;; (17.36)

De acuerdo con esta ecuacion, cada electréon invalacea la corriente eléc
trica lleva consigo una entropia de vaker Este flujo deentropia es adicional a la
corriente deentropia TxV(1/T), que es independiente de la corriente electrénica.
El poder termoeléctrico puede considerarse comentaopia transportada por
culombio por el flujo de electrones.

17.4 Efecto Peltier

El efecto Peltier consiste en la evolucién calorifica que acompafia al flujo de una
corriente eléctrica a través de una unién isotérmica de dos ielaterConside
remos una union isotérmica de dos conductdxes B y una corriente eléctrica
eJ, que fluye como se indica en la figura 17.2. Entonces, la eotei de energia

A 8
Iy, I Iy IE

Figura 17.2

total sera discontinua en la unién, y la diferencia de energia apaseuecalor
Peltigren la misma..,Tenem% =Jy + p.l,_v, y puesto que tantp comoJN. son
continuos en la union, se sigue que la discontinuidad,des igual a la discoen
tinuidad deJ,:

Th- B = T4 - T8 (17.37)

Debido a la condicién isotérmica, las ecuaciones dindmicas 17.33y 17.34 dan
en cualquiera de los conductores,

Jo = Te(edy) (17.38)
de donde
I — Ty = T(eg — e,)(edy) (17.39)

El coeficiente Peltiern,, se define como el calor que es preciso suministrar a
la unién cuando pasa la unidad de corriente eléctrica desde el conduat@on
ductor B. Asi

T = (J§ — J)ely = T(eg — &) (17.40)

La ecuacién 17.40, que relaciona el coeficiente Peltier con los pogenasléc-
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tricos absolutos, es una de las relaciones presentatme pruebas empiricas por
Kelvin en 1854. Recibe el nombre degunda relacion d&elvin.

El método por el que hemos deducido la ecuacion 17.40 &o @n todas las
aplicaciones de las relaciones de Onsager, por & ppede ser conveniente- re
visar el procedimiento.Escribimos en primer lugar las ecuaciones dinamic
lineales; reducimos el niumero de coeficientes cinéticos que apaescelias re
curriendo a las relaciones de Onsager. Pasamos luego a analizanslestos,
expresando cada uno de ellos en funcién de los coeficientes cindficasvez
gue hemos analizado tantos efectos como coeficientes cinéticos existen, refor
mos las ecuaciones dindmicas en funcion de dichos efectos en lugar de hace
funcién de los coeficientes cinéticos (como en las ecuaciones 17.33y 17.34). De
de ello, cada efecto adicional analizado sobre la base de las ecuaciones aa
da como resultado una relacién analoga a la ecuddidf, y expresa este nuevo
efecto en funcion de los coeficientes de la ecuacion dindmica.

17.5 Efecto Thomson

El efecto Thomson consiste en la evolucién calorifica que se producedoua
una corriente eléctrica atraviesa un gradiente de ¢eatpra en un material.

Consideremos un conductor que transporta una cteriealorifica pero no
transporta corriente eléctrica alguna. Se establecera una distribucién der aéung
regida por la dependencia de los coeficientes cinéticos con respecterapara
tura. Pongamos ahora el conductor en contacto, en cada ,ptoriouna fuente
de calor a la misma temperatura que dicho punto, con lo que no exestedmntbio
de calor alguno entre el conductor y las fuentes. Hagamosinaeorriente eléc
trica atraviese el conductor. Un intercambio de caodta lugar entre el conductor
y las fuentes. Este intercambio de calor consta de doegagtcalor Joule y el
calor Thornson.

Cuando la corriente fluye a lo largo del conductor, cualquier ¢araib el flujo
de energia total tiene que ser suministrado por un intercambio de energia co
fuentes. Es preciso calcular.\, :

Ved =V.Jot oy =Vv.d,+ Ve, (17.41)

ecuacion que puede expresarse en términak ¢ev(1/T) utilizando las ecuaciones
17.35 y 17.33:

1 e’ 1
V-J,=V: (TaeJN + TZKV?) + <— ;JN + TZEEV?)JN (17.42)
O sea

2o L e’ 2
V-J,=TVe-(eJy) + V- (T°k V| - = Jj (17.43)
\ ) o

Sin embargo, la distribucién de temperatura es la que viene detdmipor el
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estado estacionario en ausencia de corriente eléctrica, y salmprads- J, se
anula en dicho estado. Haciendo = 0y V. J,, = O en la ecuacién 17.43, llega
mos a la conclusion de que la distribucion de temperatura egutalhace que el
segundo término se anule, y por consiguiente

V. J, = TV (edy) — é(eJN)Z (17.44)

Ademas, teniendo cn cuenta que el poder termoeléctricmesdin de la temperatura
local, podemos escribir

de
Ve = = VT 17.
e =5V (17.45)
vV-J, = TZ_*’TVT-(eJN) - }7 (e]y)> (17.46)

El segundo término es el calor Joule, producido por el flujo dedaiente
eléctrica, incluso en ausencia de gradiente de temperaturgritidr término
representa el calor Thomson, absorbido de las fuentes de@adndo la corriente
eléctricaed, atraviesa el gradiente de temperatWta. El coeficiente Thomson
se define como el calor Thomson absorbido por unidad deeoterieléctrica y
por unidad de gradiente de temperatura:

calor Thomson_ tde
VT. (edy) dT

T =

(17.47)

Aunque hemos obtenido la relacion precedente enyre por nuestro proce
dimiento estandar, es interesante el hecho de que esta refassite deducirse
por un procedimiento alternativo, combinandaskgunda relacion d&elvin (ecua
cién 17.40) con consideraciones acerca de la conservacion dergiz.

Para realizar esta deduccion alternativa, consideremasrmiopar sometido a
una diferencia de temperatura muy pequefia,En una rama de estermopar se
inserta una bateria dc un voltaje tal que anuletexsente el voltaje Seebeck,
haciendo que no fluya corriente eléctrica alguna en el circuito del termopar.

De acuerdo con las ecuaciones 17.30 y 17.32, la fem requeeida bateria
esey — &4 El circuito deltermopar se representa en la figura 17.3.

Consideremos ahora la transferencia virtual de una uni#adarga a lo largo
del circuito, y enumeremos las diversas transferemtéenergia que tienen lugar
en el proceso. Cuando la carga atraviesa la soldaduradiiB,a A, se absorbe
de la fuente un calor Peltiet n,,. A medida que la carga atraviesa la ramael
termopar, se absorbe de las fuentes el calor ThomgetT. En cambio, despre
ciaremos el calor Joule debido a que suponemos que la cafgansportada tan
lentamente que el calor Joule, que es cuadrético en lagm®@s, es despreciable
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en comparacién con el calor Thomson, lineal en las mismas. Al atravesar la
dadura caliente desdea B se absorbe el calor Peltieg,(T *+ d7T). Al atravesar
la ramaB se absorbe el calor Thomsont, dT. Y al atravesar la bateria se realiza

T T +dT

Figura 17.3

una cantidad de trabajo igual a la fem de la bateria, oesea,t,. Igualando la
energia total absorbida con el trabajo realizado sobre la bateria se obtiene

np(T) + ¢, dT + 75T +dT) — 1,dT = ¢5 — ¢, (17.48)
Pero
dn .,
(T + dT) = 7, (T) + g dr (17.49)
de donde
dn
T’}B+1A7r3=£f,—83 (17.50)

Finalmente, sustituyendo la expresion del coeficiente Peltier (ecuacion 17.4(
obtiene el equivalente de la ecuacion 17.47.

La ecuacion 17.50, que depende exclusivamente de la conservacion de la er
y que no requiere el teorema de Onsager para su demostracion, fue dada por |
'y recibe el nombre dprimera relaciénde Kelvin.

17.6 Ecuaciones dinamicas termomagnéticas

Una vez demostrada la técnica de aplicacion del teorema de Onsager con &
detalle, podemos tratar ahora los efectos termomagnéticos de un modo-rele
mente conciso. Estos efectos aparecen cuando se dejan fluir corrientes eléc
y calorificas en un plano perpendicular a un campo magnético aplicado, comi
representa en la figura 17.4.

Las ecuaciones dindmicas 17.§017.11 se aplican especificamente al flujo
unidimensional. Para obtener sus andalogas en el caso de flujo bidimensional,
veremos a la ecuacién 17.9, la cual reescribimos explicitamente en sus compon:
cartesianas. Para simplificar la notacion, escribireNjan lugar de/,,, O, en lu
gar deJ,,, y analogamente para las componengtes

5 = ( )Q + < : 1T>Qy - Gw) N, - <1TVyu>Ny (17.51)
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Figura 174

dondeV, denota la derivadaarcial /6x. Se llega a la conclusion de que siV,,
—N,, Q y Q, son flujos,las afinidades asociadas s6hT)V,u. (1/T)V u, V,(1/T)
y V,(1/T), respectivamentel.as ecuaciones dinamicas pasan a ser entonces

1
lV;A+L Vy+L’13Vxl

I
2
u

x 11 T '~ 12 T y T_ y T

N, = L, 1Vu+L’lV,u+L’V]+L’V1

- = L2215 VY 22 23 Vx oo 24 Yy 1
’ T r d T (17.52)

, 1 ;1 , 1

Qx:L:HT M+ L, TVy;x+L33V +L34Vy7

! oo , 1 v 1

9, =L Tvxl‘ + Ly, Tvy# + L5V, T t Lgq Vy T

Blteorema de Onsager establece que

Li(H) = Li(~H) (17.53)

Si suponemos isotropia en el plamp, la simetria de los ejes e y exige que
L}, = L;,, etc., reduciéndose las ecuaciones dindmicas a

~N, —L;ITqu+L12TVy u+ L,V T+L14V ?

1
' T

1

y

Vxﬂ+LllTV'u+L Vx‘;:+L’13V
(17.54)

1

T

1 1 ' 1
Qy= L3ZTV“+L —,]‘_,V L34V +L Vy?

, 1 .1 , 1 /
Qx = L31 ?qu + L32 ?Vy:u + L33 VX—T + L34 Vy

donde, ademad,|,. L},, L3, ¥ L3, se identifican como funciones pares del cam
imagnético, mientras quk,, L,,, L, y L}, se identifican como funciones impare
del campo magnético.
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A partir de la relacion de Onsager (ecuacidins3), tenemos ahora
Lyy(H,) = Ly, (—H,) (17.55)
PeroLj, es una funcién par del campo, por lo que
Ly, (~H) = L,,(H,) (17.56)
Estas dos ecuaciones implican que
Ly (H) = L, ,(H) (17.57)
Analogamente, a partir de la relacién de Onsager,
Li(H,) = Ly, (_H,) (17.58)

Pero el examen de las ecuaciones 17.54 demuestra que tenemos ya idedtifjcad
como igual a— L}, por consideraciones de simetria, con lo que

Li(H,) = —Lj)(—-H) (17.59)

Asimismo, L, es una funcién impar del campo magnético, lo que implica fina
mente que

Ly, (H) = L3,(H,) (17.60)

La relacion de Onsager, por consiguiente, nos permite eliminacatEientes
cinéticos de las ecuaciones dinamicas, que de este modo se convierten en

-N, = ;,lTvx;HL;ZiTVyu+L;3Vx—l—+L;4Vle
-N, = 'LileVx# + L'“lTVyu - Ly, VxlT““ L;3Vle
(17.61)
0, = ;alTvxu + L;41Tvyu + L, inT + Ly, VyiT
n ] AL
Q, = _L147Vx,u+ Ln?Vy#— L34Vx7—+ L33Vy7~

Estamos preparados ahora para emprender nuestro andlisis de los dive
efectos termomagnéticos en principio. Existen seis coeficientes cinéticos en
ecuaciones dinamicas. Introduciendo seis efegtagdefiniendo seis coeficientes
descriptivos para dichos efectos, podremos eliminar los coeficientes cinéticos
favor de estos seis coeficientes descriptivos. Cualesquiera que sean los eft
ulteriores analizados, daran como resultado relaciones amsatodms relaciones
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de Kelvin. Sin embargo, Mazuy Prigogine han demostrado que el algebra se
simplifica notablemente si primero invertimos las ecuaciones din&mida tal
manera que la corriente eléctrigdos gradientes de temperatura, que son las va
riables controladas experimentalmente, aparezcan en los segunelobnos.

Al realizar la inversion de las ecuaciones dinamicas, es conveniente también
introducir explicitamente la corriente eléctriedy, y el potencial electroquimico
por unidad de cargél/e)V_ u, y escribir las ecuaciones en funcién @g" en lugar
de V (1/T). Los diversos factores resultanteside ey —1/72 se absorben en los
nuevos coeficientes cineticos. De este modo se obtiene

- ler,u =L eN, + L,eN — L, VT L ,NVT

1
- ;V)'# = —L,eN o+ LyjeN, + L,V,T — L ,V,T

(17.62)
Q, = ~TLseN, — TLeN, — L,,V,.T — L, VT

Q, = TL,eN, — TL,jeN, + Ly,V.T — L, ,V,T

Los nuevos coeficientes cinéticd.,; son, por supuesto, funciones relativamente
complicadas de los antiguos coeficientes cinétil.;;3 Pero la forma precisa de
estas relaciones no tiene importancia alguna para nosotros. El Gnico hgube im
tante es que la simetria de los coeficientiesla ecuacién 17.62 esta implicita

en la simetria de los coeficientes de la ecuacién 17.61, como el lector puede com
probar por si mismo sin recurrir a la inversién algebraica detalth lasecua-
clones.

17.7 Efectos termomagnéticos

Pasemos ahora a la definicién de cierto nimero de efgatessus coeficientes
descriptivos asociados.

1. Poder tcrmoeléctrico absoluto

En presencia de un campo magnético, la definicién del poder termoeléctrico
absoluto se toma convenientemente como

e=-V VT con N =N =VT=0 (17.63)

y

®!l=

de donde
¢= L, (17.64)
b=ty o U
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2. Conductividad eléctrica isotérmica

0 E —CNX/éVxﬂ con VT=VT=N =0
de donde

o,=1/L,
3. Conductividad eléctrica adiabatica
1

g, = -eNx/Equ con VI=Q =N =0

de donde
o,= (L, — TL?a/Las)_]

4. Conductividad calorifica isotérmica
K= -QJ/VT con N =N =VT=0
de donde

Ko=Lg;

5. Conductividad calorifica adiabética
kK, E —QJ/V.T con N =N =0 =0
de donde
Ko = (L33 + L3)/Ly,

6. Efecto Hall isotérmico
1
R, = —éV‘,u/HeeNx con V.IT=VT=N =0

de donde
R = L,,/H

1 e

7. Efecto Hall adiabatico

1
R, e JVyu/HeN, con V.T=Q =N, =0

de donde
Ra = (le + TL13L14/L33)/He

(17.65)

(17.66)

(17.67)

(17.68)

(17.69)

(17.70)

(17.71)

(17.72)

(17.73)

(17.74)

(17.75)

(17.76)
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8. Efecto Nernst isotérmico
1
n = - EV”“/HQV’T con N, =N =VT=0

de donde
vi = L14/He

9. Efecto Nernst adiabético

a = — évv“/HerT con N, =N = Q“ =0

de donde
o= (Lya — Ly3Ly,/L33)/H,

10. Efecto Ettingshausen

E=V,T/HeN, con N =0Q =VT=0
de donde
E=TL, ,HL,,

14/

11. Efecto Leduc-Righi

¢ =VITHVT con N =N =0, =0
de donde
& = L34/HZL33

(17.77)

(17.78)

(17.79)

(17.80)

(17.81)

(17.82)

(17.83)

(17.84)

El conjunto fundamental de ecuaciones dindmicas puede escribirse ahora 1

forma matricial:

- _ - - -
- M g; H R, —¢ - Hp,
ly R -t
- ; yl’l = _He i Ul Herll —¢&
0. -Te -THp, -x;, —-Hx&
0, | TH —-Te HxX¥ -x |

eN_

eN

v.T

x

v.T

v

(17.85)
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Encontramos ademas las relaciones

k,E = Ty, (17.86)

K, — Kk = Hx2#? (17.87)
o7 —a ' = HyE (17.88)
R, — R =¢E (17.89)
n—n, =8¢ (17.90)

Cada uno de los coeficientes es una funcién par del campo magnético. Entonc
la conductividad isotérmica puede desarrollarse eterias def,:

0, =0, + ¢PH> + ¢ WH: + - (17.91)

y el coeficiente del término cuadratico recibe el nombreatdiciente denagneto-
conductividad.

Cualquier situacion experimental puede ser analizadec@imente por la
ecuacion 17.85, relacionandola con los coeficientes termomagnéticos que en
aparecen. Las ecuaciones resultantes, analogas a las relaeiomemagnéticas
17.8617.90, representan los frutos de la teoria de los procesos irreversibles aplici
a los fendmenos de conductividad.

ApéndiceA

Algunas relaciones en que intervienen
derivadas parciales

A.1 Derivadas parciales

En termodinamica nos encontramos con funciones coasirde tres (0 mas)
variables

Y = ¥(x, y.2) (A1)

Si dos variables independientes, por ejemploz, se mantienen constantes,re-
sulta ser funcién de una sola variable independiexte; la derivada deb con
respecto & puede definirsgy calcularse de la manera habitual. La derivada asi
obtenida recibe el nombre dkerivada parcialdey con respecto a y se representa
por el simbolo(&y/éx), ,. o simplemente poy/éx. La derivada depende de
y también de los valores en los que se mantiepgnz durante la derivacion; es
decir, quecy/éx es funcidnde x, y y z. Andlogamente se definen las derivadas
ey y ooz

La funcion dy/6x. en caso de ser continua, puede derivarse a su vez para dé
tres derivadas que se conocen cotiedvadas parciales segundde i :

& (w2

ox\ox ) ox?

¢ (oY oy

L(¥Y OV A2
Ay <(7x> dy Ox (A2
(4

Por derivacién parcial de las funciondy/éy y éy/éz, se obtienen otras derivadas
parciales segundas de

B i i 2O i A i A

ox¢cy’ v dzéy' o0xéz' éyéz’ 3z
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Puede demostrarse que, en las condiciones de continuidademuos supuesto
paray y sus derivadas parciales, el orden de diferenciacion es indiferente, por
que

v %Y >y 'ﬁ oy (A3)
Ox0y dyox’ oxd0z 0zdx 0Oyoz 0z oy '

Existen, por consiguiente, precisamente seis derivadas parciales segundas
equivalentes entre si, de una funcién de tres variables independientes (tres
una funcién de dos variables,iy(n + 1) para una funcion de variables).

A.2 Desarrollo de Taylor
La relacién entref(x, y, z) y y(x + dx, y t dy, z + dz), donde dx, dy yd:

representan incrementos arbitrarios de x;, g, viene dada por el desarrollo de
Taylor:

Ux t dx, y + dy, 2+ dz) = vix, y,z)+<upa’x+6wdy+ ‘/’d7>

+ 4 [ Y a4 ‘/’(dy) azl/’(d~)2+zaagdxdv+

o oy

Este desarrollo puede escribirse en una forma simbolica cémoda:

L - L
W(x + dx,y +dy,z + d2) = e(‘%"Jr Yo ”)t//(x, ¥, 2) (A.5)

El desarrollo de la exponencial simbdlica segun la conocida serie

LIPS Loy,
Sl x b xt s (A.6)

reproduce el desarrollo de Taylor (ecuacion A.4).

A.3 Diferenciales dey
El desarrollo de Taylor (ecuacién A.4) puede escribirse también en la forn
Yix tdxy tdy 2t dn) - Ylxy, 2)=

1 1,
=dl//+2—!d2$+...+adl,[/+... (A7)
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donde
A
dp=Yax v Yoy + Yo (A8)
0x ay oz
2
dzl,[/ _ ¢ l//(dx)z + %(dv)z d/(d )2 + 2 l// d’( d}+
2
L2 W dxdé+2—6—l//—dydz (A9)
Ox 0z dy 0z
y, en general,

dny = (d\cai v 5

Estas magnitudesgly, d*y, ..., d"y, ...,
segundoy n-simo orden dey.

A.4 Funciones compuestas

-+ dz > ¥(x, ¥, 2) (A.10)

se conocen comdiferenciales de primer,

Volviendo a la diferencial de primer orden,

d¢=(€_¢> dx +<a¢> dy +<6‘/’> dz (A11)
Cx,y.z oy x.z x,y

se presenta un caso interesante cuaxcpy = no se hacen variar independiente

mente, sino que se consideran en si
Entonces

dx = £i—xafu,

de donde

O sea

dy (o é’f+ Y
du ﬁwdu ey Je.s

dy
dy=a

mismas funciomasnd cierta variable.

dw y d =T
AN
+ (62>x‘ydu]du (A.12)
+<°‘1’> @ (A.13)
0z

Si x ey son funcién de dos (o mas) variables, por ejempior, entonces

dx = <(ZE) du t
ou /,

cx
=1, etc.
v ),
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- [(2).(2)- (). ) ()
2] (). ) (2, (1)

dy = ( ) du + (a‘/’) do (A15)
(o) - (%) () - (). (2 - ().2), oo

y analogamente pandy cv),.
Puede ocurrir qua sea idéntico . Entonces

WY (WY (W) () (@ (&
(2)-(3).-GLE-ELE, e

Pueden tratarse andlogamente otros casos especiales.

(8]

<D
<

O sea

donde

A.5 Funciones implicitas

Si ¥ se mantiene constante, las variacionexggy z no son independientes,
y la relacion
Y(x,y,z) = constante (A18)

da una relacion funcional implicita entrey y z. De esta relacion puede despejarse
una de las variables, por ejemplo z. en funcién de las otras dos:

z = z(x, ) (A.19)

Esta funcion puede tratarse luego por las técnicas descritaarri#s para deducir
ciertas relaciones entre las derivadas parciales. Sin embargo tadamas directo
de obtencion de las relaciones entre las derivadas parcialesteossnplemente
en hacedyy = 0 en la ecuaciorh.8:

0 - <(_¢) dx + (%) dy + (‘%‘”) s (A.20)

Si hacemos ahoraz = 0 y dividimos la expresiéon anterior patx, tendremos

5 3 Ay
o-(%),+(5).(5) a2
ox/, . ), \0x vz
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donde el simbolqdy/dx), . indica de modo adecuado que la relacién funcional
implicita entrey y x es la determinada por la constanciajdgz. La ecuacidérA.21
puede escribirse en la forma

‘y —(OY/0x)
4 = vz A.22
((7)(),,, . @y/cy), , ( )

Esta ecuacion desempefia un papel muy importante enltesasaitermodinamicos.
Haciendo sucesivamend)y = 0 y dx = 0 en la ecuaciénA.20, se obtienen las
dos relaciones similares siguientes

0z —(@y/éx)

)y N A23
<5x>w @/ez), , (A.23)
éz\ (/).

<5y>w . Qo) (A.24)

Volviendo a la ecuaciém.20, hacemos nuevamentz = O, pero dividimos
ahora pordy en lugar de hacerlo pakx:

_ (Y (ox oy
° (5)()“ <6y>.p.: " (@) (A.25)
de donde
cx —(0Y)&Y),...
<5J’>w T @, (A.26)

y, comparando con la ecuaci®n2l, encontramos el resultado, muy razonable,
de que

ox |
222 W B A27
(6})%2 @riox), . A-27)

A partir de las ecuaciongs22-A.24 encontramos luego

D.0.6, e
V). 0z wox \OX )y,

Finalmente, volvamos a nuestra ecuacion basica, que defiligetancial dy.
y consideremos el caso en el gug y z son ellas mismas funciones de una variable
(como en la ecuaciom.12):

ay dx oy dy o d7 y
W [( )_z£+ (a)md—u*( > au| ™ (A.29)
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Para quey permanezca constante, tiene que existir una relacion entyey z,
y por lo tanto también entréx/du, dy/du y dz/du. Se encuentra asi

(LG (6 o
=\ox /i \du ), ('f‘} *2\du ), ~\ 0z ), \du)s

Si exigimos ademds quesea una constante independientaideendremos

~ ‘ q Ay
o= (2, (@) (5).. ) A
ox y.z cu v,z Y Jx.z ou ¥.z

o sea
) 0X)
Oy/eu)y, _ _ @)0x), , (A32)
(O‘x/cu)w‘z ((}w/oy)x,z
Comparando con la ecuacién22 se encuentra que
0y (6})/6”)‘;,
= s A.33
<6x>¢ . (ﬁx/é‘u)w.z ( )

Las ecuacionef.22, A.27y A.33 se cuentan entre las manipulaciones forme
mas Utiles en los célculos termodindmicos.

ApéndiceB

Significado estadistico de laentropia

El objeto de este apéndice es proporcionar al lector usa éescriptiva én-
tuitiva del significado estadistico de la entropia. Una apreciacion del significado
cualitativo de laentropia a nivel atdmico confiere una perspectiva valiosa a la
teoria termodindmica macroscopica.

En el capitulo!l se indic6 que todo sistema macroscOpico posee un numero
enorme de coordenadas atémicas. Las transiciones kstrdiferentes estados
atémicos se producen de un modo extremadamente rapidaneo gue las ob
servaciones macroscopicas son relativamente lentas. Por densgguas obser
vaciones macroscopicas corresponden a los promedios estalti#idas coorde
nadas atomicas.

Entre la multitud de coordenadas atomicas existe un niummenp pequefio
de ellas con tales propiedades de simetria y coherencia fjeentrario que la
gran mayoria, no se ((neutralizan en el promedio» de una medatroscoépica.
Estas coordenadas son la energia, el volumen, los nUmenoslds y otropara-
metros extensivos termodinamicmacroscopicos. Los valores observados de estos
pardmetros caracterizan el estado termodindmiogacroestadadel sistema. Cada
uno de tales macroestados es, por tanto, compatible conminmero muy grande
de microestadosp estados atémicos subyacentes.

Por ejemplo, consideremos dos sistemas simples contenidos en el iderior
un cilindro aislado y separados por un pistén interno. &troestado de tal sistema
esta caracterizado completamente por los parametros extensivos deucadde
los sistemas simplest/"), ¥ N(D N D y U2y N{D LN
Sin embargo, para cualquier conjunto dado de valores tis emriables existe
un namero enorme de maneras en las quenlaléculas del sistema puededistri-
buirse en cada instante. Estas posiciones diferentes comdsp a distintosi-
croestados, y se producen transiciones continuas &g microestados a medida
que las moléculas se desplazan de un punto a otro en el sistema.

Es una ley fundamental de la estadistica cuanticatodas los microrstados
compatibles con un macroestado dado son igualmente probables en umasaitdado.

Asi, dos conjuntoscualesquiera de posiciones de las moléculas, compatible
cada uno de ellos con los valores conocidos de energia, volymémeros de
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moles, se producirdn con igual probabilidad a medida que las moléculas de
de un punto a otro siguiendo sus trayectorias aleatorias.

El significado profundo de la ley de equiprobabilidad de los mitanes pue
de apreciarse analizando una sencilla analogia.

Consideremos una caja poco profunda que contiene unalbaaero, libre de
rodar de un punto a otro. El fondo de la caja esta dividido emiumero muy grande
de &reas de igual superficie,celdas.Cada celda lleva un contacto eléctrico, gt
estd abierto normalmente. pero que es cerrado por ladeokcero en el caso di
que ésta, en su rodadura, llegue a pasar por la celda (Fig. B.I).

Una de las celdas est& conectada a una luz roja, de tal queta luz roja se
enciendesi la bola pasa por dicha celda.

Cien celdas estan conectadas a una luz amarilla, de tal forma aizedaarilla
se enciende si la bola rueda a través de cualquiera de las celdas de este canifmo a

Diez mil celdas estan conectadas a una luz verde.

Campo rojo Campo amarillo
1celda \ 102 celdas

1T BESESERE! 1T T

HiCampo verde 1 h%}

T 10* celdas asasassauun
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Figura B.1
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Las restantes celdas, un millén, estan conectadamdua azul.

La caja se agita mediante un vibrador mecanico, de tal moddagbola rueda
de un punto a otro rapida y aleatoriamente. De hecho, la bola se tareaprisa
gue no podemos seguir con la vista su trayectoria. Podemos, no whsiheervar
la mezcla de colores de las luces rapidamente destellantes, puedtas qusmas
llegan a nuestro ojo con un color aparentemente Unico.

Puesto que todos los microestados (celdas) son igualmensbfesbse produci
ran 10° destellos azulesl0* destellos verdes 10? destellos amarillos por cada
destello rojo. Dado que el nimero de destellos azules es mucho mayor qee lo:
cualquier otro color, veremos solamente una luz azul, siendo inapredéabgera
mezcla de otros colores.

Introduzcamos ahora una barrera en la caja, de tal modsayimpida el paso
de la bola al campo azul. De nuevo, aquélla se hace rodararapitte y al azar,
produciendol0* destellos verdes 10* destellos amarillos por cada destello rojo.
El color aparente apreciado por el ojo es ahora el verde.

El macroestado(color) observado es el correspondiente al nimero maximo de
microestados(celdas)compatibles con las ligaduras impuestas.

El hecho de que, en cada caso, un campo predomine sobrs kmgldeméas
es el resultado del réapido incremento en el nimero de celdas al pasar gel ogm
al amarillo, al verde y al azubi X es un pardmetro que describe el macroestad
(como, por ejemplo, la frecuencia de la luz) yM{X) es el nimero de celdas en
el campo correspondiente. entondggY) es una funcidon que crece rapidamente
con X. El valor deX observado es aquél que maximi¥gX), sujeto a las ligaduras
impuestas.

Es conveniente considerar, A X), sino el logaritmo deV(X). Los nimeros
asi obtenidos son mas manejables, y existen otras velfitajasles que expon
dremos mas adelante. Como In N es una funcibn mono6tonamente creaehte d
maximizar N es equivalente a maximizar In N.

La entropia del sistema se dejine como

S(X) = k In N(X) (B.1)

dondek es la constante dBo/tzman. Por consiguiente, el macroestadd’) observado
es el que corresponde al valor maximo de la entropia que es conlpatdn las liga
duras impuestas. La rntropia deualquier macroestado es proporcional al logaritmo
del nimero de microestados asociados con dicho rrestealo.

Las afirmaciones que anteceden, aunque hechas con referencia a un mo
de sistema muy artificial, son realmente generales. Tienen validez para cualq
sistema termodinamico aislado.

Veamos un segundo ejemplo, también muy artificial, aenzpnsiderablemente
més realista que el primero.

Consideremos un cilindro que contiene un pistén irtendvil y diatérmico.
Existen N' moléculas a la izquierda del pisténN'*> moléculas a su derecha
(obsérvese qu&y’ y N2 sonaqui nimeros de moléculas y no nimeros de moles
esto no es mas una cuestién de conveniencia). Deseamoateicta posicion
del piston en el equilibrio.
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Empezamos por calcular Entropia en funcién de la posicion del pistén. Para
hacerlo tendremos que contar el nimero de microestadogatibles con una
posicion dada del pistén.

Es bastante complicado calcular el ndmero real de microestatldo que
tendriamos que conocer exactamente de qué modo intervienen el reotdrde las
moléculas y sus posiciones en una descripcion atomistica. No tdspodemos
llegar a una comprension cualitativa satisfactoria dddasion contando el numero
de microestados de una manera sencilla, sugerida por nuestror pejemeplo.

Consideremos de nuevo el interior del cilindro subdividicdloum numero muy
grande, M, de celdas. Supondremos que una descripdénuada del estado
atémico de cada molécula se obtiene simplemente especificando la celda que oc
aquélla en un momento dado. Resulta entonces sencillo contar etomdmestados
atdmicos asociados con cualquier posicion dada del pistén.

SeaV, el volumen total del cilindro, y se&®) el volumen a la izquierda del
pistén, con lo que el volumen a la derecha del mismo B&a= V, — V", como
se ilustra en la figura B.2. El nUmero de celdas a la izquierda déhgera entonces
(Vv )M, y el nimero de celdas a la derecha del mismo (V®/V,)M. El
ndmero de modos en que N moléculas situadas a la izquierda puedks
tribuirse entre las(¥"'/¥V )M celdas existentes a la izquierda es simplemente
[(VDv )M, sin mas que tomar la precaucion de despreciar aspestain
plicados como la interferencia de las moléculas (cuandmyantentan ocupar la
misma celda simultaneamente) y dindistinguibilidad» mecanocuéntica de las
mismas. Analogamente, el nimero de modos en qu&N?)smoléculas situadas
a la derecha pueden distribuirse entrg V) V,,)M celdillas existentes a la derecha
es simplementd (V' /¥, )M]¥*. El nimero total de microestados del sistema
global es el producto de estos niumeros, 0 sea

(1) N (2) N©2)
Vom) (Yl
VO 1/0
y la entropia es

p ) NG (2) N
S(V, NO @) Ny = k1n [(T M) (T M) } (B.2)
0 0

| 488 V)
S(V(”, N, 14528 N(z)) - N‘”kln( % M) + N®kIn (T M) (B.3)

(8] 0

Esta es la ecuacion fundamental del sistema. Debevarse que la energia no
aparece en ella, lo que resulta de nuestra simplificacién del modedbgae hemos
enfocado nuestra atencién solamente sobre las posiciones de las maégulas
rado sus movimientos, despreciangddosu energia cinética. A pesar de la simpli
cidad de este tratamiento, veremos que la ecuacion fundamental (B.3)neontie
de hecho las caracteristicas esenciales que podrian esperarse.

Calcularemos ahora la posiciéon de equilibrio del pistdn budodns valores
de V") y ¥ que maximizan la entropia, sometidos a la condicion de que

AR O (B.4)
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Pistén
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Figura B.2

Escribiremos la&ntropia en términos dg’t") exclusivamente, eliminandg?’ por
la condicion anteriar

| 4% V. -y
S:N(”kln(TM>+N(z)kln(—%M) (BS)

0 0

Derivando con respecto/d‘!), se obtiene

oS N N®g

I Z O N 2T (B.6)
Haciendo esta derivada igual a ceraespejandd/'!), resulta
ym N,
A N B.7
Vo N, + N, (B7)

Esta solucion es intuitivamente correcta; el piston diéidél volumen total en
proporcién directa a los nimeros de moléculas existeat su izquierdg a su
derecha. Vemos, pues, que la ecuacion fundamgBtd) es razonable. En este
caso, como en todos, lntropia es simplemente proporcional al logaritmo del
numero de microestados compatibles con un macroestado dadm eistema
aislado.

En los sistemas no aislados, éatropia viene dada por expresiones mas eom
plicadas, pero el significado intuitivo no se altera.

La ecuacion fundamentdB.3) no es homogénea de primer orden. Este incon
veniente deriva de la simplicidad de nuestro método de mézue los estados.
La ecuacién correcta para el sistema considerado seria, enacgdhddada en la
seccién3.4. Los términos que aparecen en la ecuaddB son simplemente los
términos dependientes del volumen de la ecuagiéd.

Debe hacerse una observacion final relativa al hecho de haber elediga-el
ritmo del nimero de microestados como valor de la entragidugar del nimero
de microestados propiamente dicho. Si consideramos dos sistumeasorman
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uno compuesto, el numero de microestados es multiplicativo. Es decir, el ndn
de microestados del sistema compuesto peoelictode los nUmeros dmicroesta-
dos de cada subsistema. Por consiguiente, el logaritmo del nimero de microes
es aditivo (ecuacioiB5). Al elegir la entropia como el logaritmo del nimero de
microestados, se obtiene un paramedxtensivo,el cual se acomoda asi de une
forma natural al formalismo termodinamico, junto con la energia, el volur
y los nimeros de moles.

ApéndiceC

Equilibrio con ligaduras adiabéticas internas

El problema de la prediccién del estado de equilibrio de un sistema compue!
con una pared interna adiabética es un problema muy delicado. Considerarel
en primer lugar el problema desde el punto de vista fisico, y demostraremos qut
solucién no esta totalmente determinada. Formularemos después el @oble
cuidadosamente en la representacion entrépica, y encontraremos que la solu
matematica esta también sélo parcialmente determinagaactamente en el
mismo sentido que corresponde a la solucién fisica esperada.

El problemafisico puede apreciarse adecuadamente planteando un ejemg
particular. Consideremos un cilindro que contiene dos subsistemas separados
un piston adiabatico movil. El pistén es impermeable a la materia, por lo que |
numeros de moles de ambos subsistemas estan fijos. Trataremos de busca
condiciones de equilibrio.

Supongamos que las presiones de los dos subsistemas son inicialmente desigt
y que el piston se deja entonces libre, permitiéndose su movimiento espontar
Aquél se desplazara, por supuesto, hacia el subsistema de presion més baja. ¢
existiese amortiguamiento viscoso en los sistemas, el piston rebasaria la posit
de equilibrio y oscilaria indefinidamente alrededor de ella sin llegar a alcanzar
Pero en cualquier caso real, el movimiento del pistén provocara un amortiguamie
viscoso en los sistemas y su energia cinética finalmente llegara a disiparse. El pis
alcanzara el reposo en la posicién en que las presiones de ambos subsistemas
iguales. Ahora bien, es evidentemente imposible predecir las temperaturas fini
de los subsistemas individuales, dado que éstas dependen de las viscosidades
tivas de los dos subsistempsde otros parametros cinéticos que quedan fuer:
del dominio de la descripcion termodindmica. Por esta razon, el estado de equilib
del sistema no puede predecirse por completo, aunque podemos especifica
condicion necesaria, pero no suficiente, de §tfe = P@ en el equilibrio.

La situacion fisica descrita puede reconsiderarse desde otro punto de vis
Supodngase que intentamos llegar al equilibrio, no por una simple liberacién ¢
pistén, sino acoplandolo a un foco de trabajo reversible y permitiéndolseque
mueva lentamente, realizando trabajo cuasiestaticamente sobre el foco de trat
reversible. Esta claro que el pistén alcanzara el equilibrio cuando las presior
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de los dos subsistemas sean iguales. Tal como hemos descritoesiqpri@entropia
de cada subsistema queda inalterada| estado de equilibrio final parece este
univocamente determinado. Sin embargo, podemos darnotacde que es posible
alterar las entropias individuales a voluntad, mamed® Gnicamente constant
la suma de las mismas. Supdngase que retiramos una pequefia castiefeatgia
en forma de calor del primer subsistema, reduciendenstopia en dS') =
=dEW/TY. Introducimos luego una cantidedQ® en el segundo subsisteme
incrementando sentropia de tal modo quedS® = —dS'V. Cada una de estas
transferencias tiene lugar entre uno de los subsistgmas agente externg; no
a través de la pared adiabatica interna. El sistemdepuke nuevo, llegar al egui
librio como se ha descrito, pero las entropias de los stdmas se habran alterad
en este caso. El estado de equilibrio final, por consiguiente,deftéido so6lo de
manera incompletay Gnicamente puede predecirse la condic®iY = P,

Vamos a intentar ahora plantear el problema formalmente eplasentacion
entrépica. La ecuacion fundamental es

S = S(l)(U(l), V(l)) + S(Z)(U(Z), V(Z)) (C.l)

en la que hemos suprimido los nimeros de moles (constantes) etadn. La
condicion de clausura sobre el volumen es

vy + y@ — v (constante) (C.2)

y debemos dar ahora expresién formal al significado de la ligadurd&tdia.
Como la pared no permite intercambio calorifico algunoydaacion de energia
de cada subsistema se debe exclusivamente al término de tragbdigadura
adiabatica se expresa por la condicién de que

dUM — _pgyM;  qu@ = _p@ qy® (C3)

La variacion deentropia total en un proceso virtual es ahora, segun la ecuac
2.47,
— 1 (1) P(” (1) 1 2) Pu) 2)
dS*F(T)dU +WdV +WdU +ﬁdV (C4

Insertando la condicién adiabatig@.3), dS se anula idénticamente. Normalment:
esperariamos obtener la condicién de equilibrio intréehuto la condicién de
clausura (C.2y posteriormente estableciend§ = 0, pero la brusca desaparicior
de la cantidadiS a medio camino de nuestro célculo impide indudableicon
tinuar el andlisis. Como era de esperar por las raziisiess, no existe una solucion
mateméatica del problema. Sin embargo, puede obtenerse uneidsolparcial
dado que no hemos formulado todavia la segunda condi@d&iadisura, la cual
debe aplicarse a todo problema en la representaciapéca. Se trata de la cen
dicion de clausura sobre la energia:

UMY+ U® =U (constante) (C.5)
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Tenemos entonces
duh) = —Jqu® (C.6)

e, introduciendo las condiciones adiabati€asy),

— PO gy = p2) gy (C.7)
Finalmente, de la ecuacid®.2se deducdV'!) = ~dV'?, luego
P = p@ (C.8)

Nuevamente, esta caracterizacion necesaria pero no suficientetaed ek equi
librio esta de acuerdo con las previsiones sobre bases fisicas.
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Propiedades de los gases

La teoria termodinamica, como materia abstracta, neniég de la forma de
la ecuacién fundamental de ningln sistema en particular.obistante, es intere
sante examinar las ecuaciones fundamentales explicitadgimos sistemas par
ticulares como ilustraciones representativas del &ismo general. Un sistema
conveniente es glas ideal generaldel que es un caso especial el gas ideahoato-
mico, descrito en la ecuaciod.4. Estudiaremos también diversos gases reale
especificos.

D.l El gas ideal general de un solo componente
Si un gas compuesto por moléculas que no interaccionae shse trata segun

la mecénica estadistica clasica (es decir, segin la mecénicastise@do cuantica),
se encuentra que obedece la ecuacién fundamental siguient

N U V N,
== = NRIn (-2 D.1
S N S, + Nf(N> + n <V0 N) (D.1)

La funcionf(U/N) esta determinada por la estructura interna de las molécul
y, por consiguiente, tiene una forma distinta para gadesales diferentes. Mas
adelante volveremos a discutir la funcil//N), pero ahora vamos a considerar
aquellas propiedades de un gas ideal que son indepensliéatiea forma particular
de f(U/N). Supondremos. no obstante, que

de tal modo que lantropia tiene el valorS, cuando el gas se encuentra en el estad
de referencial,, ¥,, N,,. Ademas, la derivada dees intrinsecamente positiva, tal
como lo exige el postulad®ll.
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A bajas temperaturas, los efectos mecanocudanticos entran siempre en juego,
invalidando el célculo que conduce a la ecuadi»h. Por otra parte, la ecuacion
fundamental de todos los gases reales se aproxima a la ecuacion D.lexamgs
suficientemente altas, por lo que esta ecuacion fundamental es de gran moorta
préctica.

Dado que la ecuacion fundamental D.| es vélida Unicamentermgeratura
alta, no necesita satisfacer el postulado de Neyndg hecho no lo satisface.

Calculemos las ecuaciones de estado por derivacion de la ecuactanfantal:
oS _ ydfdu _ df (D.3)
oU dudU  du

~l—

Comd es funcién solamente dela temperatura es también funcién solamente
deu, independiente de La funcionf puede escribirse, por tanto, como

U/N UIN
f= j Y gy - f du (D .4)
Uo/No du Uo/No T(u)
y la ecuacién fundamental se convierte en
N Un- 4 V N
S=—SO+Nj 4“+NRln<——° (D.5)
N, UoiNo T(u) Vy, N

La forma funcional no especificada de la relacifjx) en esta ecuacién corres
ponde a la relacion funcional no especificg@@ en la ecuaciénD.1. Es decir,
la funcion T(x) depende de la estructura interna de las molégwasia de un gas
ideal a otro.

La segunda ecuacion de estado es

P 4S NR

T vV (D-6)
o sea

PV = NRT (D.7)

Asi, esta conocida ecuaciéon no depende de la forma particulér)e 7(u);
se cumple para todos los gases ideales, con independencia de la estintefuna
de las moléculas.

Finalmente, la tercera ecuacion de estado es

U o8 S, YN du U V N,
LA A 3T EAC) .
TN N,y T NrRR(TN) T (D3)

0

en la que, para derivar, nos valemos de la relacién matematica

d g(x) ' g ég
g J Snady = f(g) I (D.9)
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D.2 Compresibilidad y coeficiente de dilatacion de los gases ideales generales

Calculemos en primer lugar las magnitudgsy a. A partir de la ecuacion de
estado(D.7), encontramos

1 [/eV |

Ky = — [./<_6P)T -3 (D.10)
1oV 1

*= I7<6T>,, T (b-11)

Asimismo, por la igualdad (ecuacion 3.47)

TVa?
cp — €, = Niy (D.12)

encontramos
¢p — ¢, = R (D.13)

Asi, pues,k;, ay la diferenciac, — ¢, son independientes de la estructurs
interna de las moléculas. La ecuacién D.ll proporaida base de un método
practico de determinacién de la temperatura permometria de gases)).

Los calores especificesy ¢, dependen individualmente de la estructura intern
de las moléculas del gas ideal.

Sin embargo, dado que T es funcion solamente de u, siemtpéndiente de
se sigue que u es funcion solamenteZidéndependiente de. Entonces, a su vez,
¢, es funcién solamente dE independiente de:

¢, = c(T) (D.14)

El hecho de que, sea funcidn solo de la temperatura sugiere una forma co
veniente de reexpresar la ecuacién fundamental (D.5)odlzcamos en dicha
ecuacion el hecho de que

du = c(T)dT (D.15)
y designemod (U,/N,) por T,, la temperatura en el estado de refererimonces

N Te (T V N
S=—8 +N| 247" + NRlIn— =2
NO 0+ jTo T/ ! ! VON

(D.16)

Ademas, integrando la ecuacién D.15,

T
U=U, + Nj c(T'ydT’ (D.17)

To
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Las ecuacione®.16y D.17. consideradas conjuntamente, pueden considerarse
como un par de ecuaciones paramétricas. La eliminacbrparametroT entre
estas dos ecuaciones da la relacion fundame$itdl 7, N). La estructura interna

de las moléculas se caracteriza por la dependencig den respecto d.

Problemas—SeccionD.2

D.2-1. Supongase@ueQ, es ungas ideal con el calor especifico dado cn la tafida2.
Utilizando las ecuaciones D.13, D.$6D.17, hallese la ecuacion fundamental explicita del
oxigeno.

D.2-2. Hallense las ecuiiciones dc las curvas adiabaticamemiano T-V para el oxd
geno, empleando los resultados del problema anteriéllefibe las ecuaciones de las curvas
adiabaticas en un plan®-V.

Un mol de oxigeno en condiciones normales de temperatyseesion O C; 1 atm) se
comprime adiabaticamente hasta que su temperatura sealé@® K. ;Cual serd su vo
lumen final?

D.2-3. La velocidad del sonido cn un gas viene dada por
velocidad= /B,/p

dondey es la densidad B, es el modulo volumétrico adiabatico:

P
B = -v[=
= (),

Hallese la velocidad del sonido en el nitrogend®a 1 atmy T = 350°C, 1000°C y
1500 °C Utilicese el calor especifico dado en la tabl22 y supdéngase que el nitrégeno es
un gasperfecto.

D.3 Relacion de Gibbs-Duhem para el gas ideal general

La forma integrada de la relacion de Gikbshem es una expresiéon que rela
ciona entre st, Py p. Es interesante examinar esta interrelacion para un gas ideal
general. La ecuacién D.8 puede escribirse como

i = RT[qb(T) +ln NL[;T] — RT[$(T) + In P] (D.18)
donde
S, I[UN du 4 U _ . NRT
T T (I D.19
¥ =1 =5y r "Rl T NRT v, (.19)

0 bien, por la ecuaciéoD.15,

$(T) =1~

Sy 1 ["e D) 1 [ Uy N RT
- AT + - dT+ ——— _In=°%"~ (D.20
N,R RJ’TO T TR, C vEr Py (020




322  Apéndice D

Integrando por partes la primera integral se obtiene

U -T1S, 1(7dr' /(" N,RT
=1+ 70 | =2 dT"} — In
o(T) + N,RT RLO 77 <L <, v (D.21)

Esta ecuacién adquiere una forma mas simple si reemplazgposc,, de acuerdo
con la ecuacién D.13,

U N,RT S 1 (Tdr /(" N, RT
o) = Dot NoRTo = 50 _J WU ¢ dT~> ~ S (D)
To To 0

o bien, introduciendo la notacion

1 1
hy = N-(UO + NyRT,) = F(UO + PyVo) (D.23)
0

[¢]

tendremos

h S, 1(Tdr /(T
¢(T):‘2_____—[ —<[ CPdT”>—1nP0 (D.24)

12
ATAT JTh

Las ecuaciones D.2¢D.18 proporcionan juntas la forma més conveniente de
la relacion de Gibb®uhem entre los parametros intensivos de un gas ideal ge
neral. Se hace referencia particularmente a estas ecuaciones drno restadio
de la termodinamica quimica.

D.4 El gas ideal monoatémico

Un caso especial del gas ideal general es el gas ideal monoatémico, estudi
en la seccion 3.4, para el cual

¢, = 3R (D.25)

v

ol

Las condiciones que conducen a esta forma de calor especifico deanstmn
la seccion siguiente, en la que se consideran formas mas generales del calor €
cifico.

La ecuacién D.17 conduce a

U = JNRT (D.26)
y la ecuaciéon D.16 se convierte en

N 3 g V N,
- g +° =+ AL}
S N S, T-NRIn T NR ]n( N) (D.27)

0 2 0 0
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Eliminando T entre estas dos ecuaciones se obtiene la ecuacién funtdmen

N UN2 V(N2
S=--S,t NRIn|{—) —(=2 D.28
wereel) )] e

de acuerdo con los resultados de la sec8idn

D.5 Calores especificos de los gases ideales

El calor especificar, (1) de un gas ideal general se ha dejado sin especificar en
la exposicién anterior. El calor especifico depende de la temperatura dedo
determinado por la estructura interna de las moléculaspbkede darse ninguna
férmula completamente general para esta dependeneia, ¢ han desarrollado
varias formulas aproximadas. Cada una de ellas se basa en un msidgit-
ficado particular de la estructura molecular.

Puede imaginarse que una molécula individual de un gas posesocdingrdos
de excitacionCada uno de esos modos es un posible almacén de energia. Asi, la
energia puede almacenarse en el modo de vibraciomdemolécula diatémica,
vibrando entonces los dos atomos como si estuvierarrcioniectados por un
resorte*. Asimismo, la energia puede almacenarse enddosde rotacion de una
molécula diatdmica; la molécula gira entonces como umsapde gimnasia atre
dedor de un eje perpendicular a la linea que une los atomosteBxd®s modos
rotacionales para una molécula diatbmica, que corretom los dos ejes per
pendiculares a la linea que une kasmos. La rotacion alrededor de la linea que
une los atomos es insignificante, dado que los nlcleos atémicos son ksentga
masas puntualeg, el momento de inercia clésico alrededor del eje molecwdar s
anula. Los otros modos de excitacion de una molécwd&diica son los modos
electrénicos, que consisten en las diversas formas de excitacion deetbrés
a estados de energia més elevada. El modo vibracionab,lo& dos modosota-
cionalesy los diversos modos electronicos son los Unicos modos de excitdeid
una molécula diatémica.

Una molécula monoatdmica. tal como la de un gas n@lfn, nedn o xenoén),
no posee modos de excitacidn vibracionales ni rotacionaldéanm@ate posee modos
electrénicos.

Una molécula poliatémica constituida paratomos tiene3n — 6 modos vi
bracionalesy 3 rotacionales, a no ser que los &tomos estén situados seglin una
linea recta. Para tal molécula lineal exist&m — 5 modos vibracionaley soélo
dos rotacionales (comparese con el caso diatémico, emesh g 2). Ademas,
en todos los casos existen los modos electrénicos.

En la aproximacion mas sencilla. se encuentra qada modo de excitacion
contribuyeaditiva e independientements/ calor especificoEs decir, el calor espe
cifico puede representarse aproximadamente como una sumadeds, asociados

* Los modos de excitacidnibracionales correspondera los modos normales discutidos en la-sec
cién 1.1,
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cada uno de ellos a un modo de excitacion individual. @@yor orden de preci
sion, se encuentra que cada modo de excitacion altenafigate la contribucion
de los restantes, pero no nos preocuparemos por estosméfirtas.

Ademas de la contribucién al calor especifico debida a los modos dac&goi.
el calor especifico a volumen constante contiene siempre un tér; Ra®uede
considerarse que este término es consecuencia de la energfiaec de traslacion
de las moléculas. El calor especifico a volumen constgnés igual aiR mas los
términos correspondientes a cada uno de los modos de@rai Y, segun la
ecuacion D.13. el calor especifico a presién constante es iguahgas los términos
correspondientes a cada modo de excitacion.

La contribuciéon a los calores especificos debida a los modos d&a@én
electrénicos es en general despreciable, salvo a tamypas muy altas. La tempe
ratura caracteristica por encima de la cual los modos efect® comienzan a
contribuir de modo apreciable al calor especifico es del orded0d@®0 K. Sin

R
K‘“?, B
pel o 05R -
| G B
R
| ‘ |
0 05 1,0 1.5 2,0
2T/T, —
Fig. D.I Contribucién al calor especifico de un modo vibracional témperatura carac
teristica7,.

embargo, en un pequefio nimero de gases excepcionales eprdtuma puede
ser apreciablemente mas baja; la contribucién electrérédaase significativa por
encima de log000 K en un gas constituido por atomos libres de halégeno.

La contribucidn al calor especifico correspondiente a cadaonded:xcitacion
rotacional es simplementjR a las temperaturas ordinarias. Esta contribucién
permanece constante al disminuir la temperatura, hasta @jaécanza una tem
peratura caracteristica para cada gas, por debajo dellaisminuye hasta hacerse
cero a la temperatura cero. Esta temperatura caraatariei del orden dB K
0 menor para moléculas que no contengan atomos de hidofgerede llegar a
ser de 3K para los hidruros diatémicos, y es del orden de la temperatobzate
para el hidrogenqH,) y el deuterio(D,) gaseosos. Por consiguiente, la contri
bucidn total de los modos rotacionales al calor especifico, a tempesatarmales
y para todos los gases exceptdEly el D,, esR para las moléculas lineales
para las moléculas no lineales.
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La contribucién finalal calor especifico procede de los modos de excitacion
vibracionales.A cada modo de vibracidesta asociada una temperatura de vibra
cion caracteristical,. La contribucion de cada modo al calor especifico es

(I,)2T)

“ = TS (7,27)

Tabla D.1

(D.29)

Temperaturas(K) caracteristicas de vibracién para diversos gases

Moléculas diatémicas

N,: 1350 0,; 2240 CO; 3080
NO: 2700 CIH; 4150 BrH; 3680
Cl,; 796 Br,: 462 I,: 307
Moléculas triatémicos no lineales
H,0 2290 5250 5400
H,S 1855 3760 3860
CH, 2080 4270 4310
SO, 753 1660 1960
NO, 931 1900 2330
Moléculas triatdbmicas lineales
co, 960 960 2000 3380
N,O 847 847 1850 3200
Moléculas poliatémicas lineales
C,H, 880 880 1050 1050 2840 4730
Moléculas poliatdmicas no lineales
NH, 1368 2340 2340 4800 4910 4910
CH 1880 1880 1880 2190 2190 4190 4350
Clﬁ 314 314 452 452 452 659 1120

4850

4350
1120

4350
1120

Tomado deG. Hertzberg, Molecular Spectrmd Molecular Structure: Voll, Diatomic
Molecules2 "edicion, € 1950.y Vol. 11, Infrared and Raman Specira of Polyntomic Molecules.
22 edicion, ©1945,D. Van NostrandCompany, Inc.. Princeton, New Jersey.

El comportamiento de esta contribuciéon en funcionTee representa en la
figura D.1. Se hace igual & a temperaturas apreciablemente mayores Hue

y cae a cero para temperatura cero.

Existe un término de la forma D.29 para cada modo vibradi3n — 5 para

las moléculas lineales yn» — 6 para cada molécula no lineal.

La temperatura caracteristicA de un modo vibracional es proporcional a la
frecuencia natural con la que vibra la molécula. Por consiga, aquélla es maxima
para las moléculas con fuerzageratéomicas intensas y atomos ligeros. En la tabla
D.1 se dan valores representativos Bepara varios gases.
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Sumando las contribuciones al calor especifico debidas a ladi@s, la rota
cion y la vibracion. se obtiene

¢, =3R  (moléculasnonoatomicas) (D.30)

T)\? T
e,=3R+ZR< > sh‘2< ) (moléculas no lineales) (D.31)
Ty

2T, 2T
T.\* T
¢, = gR + ;R<2_7'|') sh™2 <ﬁ) (moléculas lineales) (D.32)

Tabla D.2 Calores especificos de diversos gases

cp = A+ BT+ (T2

A B C
cal 1073 cal 10°° cal
mol K mol K? mol K 3
H, 6.88 0.066 +0.279
N,, BrH 6,30 1,819 ~0,345
0, 6,26 2.746 ~0.770
CO, IH 6.25 2,091 ~0.459
NO 6,21 2,436 ~0,612
CIH 6,64 0,959 —0,057
SH, 6,48 5,558 ~1,204
H,O 6,89 3,283 -0.343
SO, 8.12 6.825 ~2.103
CNH 7,01 6,600 1,642
Co, 6,85 8,533 —2.475
COS 8,32 7,224 —-2,146
CS, 9,76 6,102 —1,894
NH3 5,92 8,963 —1,764
C,H, 8,28 10,501 —2,644
CH, 3,38 17.905 —4.188

Recopilado poW. M. C. Bryant. Reproducido, con autorizacién, deatand Thermo-
dynamics. por M. W . Zemansky,4.# edicién, 1957,McGraw-Hill Book Company, Inc.,
Nueva York.

Los sumatorios contenidos en estas ecuaciones esiémdelos a los diversos
valores deT, para cada modo vibracional; el sumatorio de la ecuacién D.31 co
tiene 3n— 6 términos,y el de la ecuacién D.32 contiene 3n5 términos, siende
el nimero de 4tomos por molécula. La ecuacion D.30 debe cormspacan la
ecuacion D.25.

En las ecuaciones anteriores se admite implicitamente que la tempeestu
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superior a la temperatura caracteristica para la rata@éinferior a la tempe
ratura caracteristica para las excitaciones electrénica

Para los fines practicos, es conveniente representar lasiecesdales como
las D.31y D.32 por expresiones algebraicas aproximadas sencillas. En ta proc
dimiento, el calor especifico se representa por una serie de potencis cie
coeficientes determinados empiricamente. Se halla que tres térdghdssarrollo
son suficientes para representar el calor especifico con un error inferior al @(or :
en el intervalo de temperaturas comprendido entre y3@000 K:

¢p = A + BT + CT? (D.33)

En la tabla D.2 se dan los coeficientesB y C para diversos gases.

Problemas—Secciéon D.5

D.5-I. Toémese un gas cualquiera de los incluidos en las tdblhg D.2. Represéntese
su calor especifico en funcién de la temperatura, utilizando laacemes D.31 o D.32.
Represéntese graficamente su calor especifico, empleando la&@tuad3.;Se aproxima
la ecuacion D.33 razonablemente a la ecuacion D.3112.38?

D.5-2. Utilizando los datos que figuran ea tabla D.l,y suponiendo que &Cl, es
un gas ideal, represéntese el coeficiente de dilataadiabatico(1/V)(@V/T)s en funcién
de la temperatura entre 1§05000 K.

D.5-3. Una moléculatriatomica estd compuesta por tres atomos idénticos. No se sab
si la estructura correcta es la configuracién lineal o la conéigién en triAngule@quilatero,

y se desea discernir entre dichos modelos por medidasldieespecifico.
Si se selecciona el siguiente modelo lineal,

K K
a V00000 a 000000 o

los modos vibracionaleg sus frecuencias naturales son

o> <0 o— v, =27T\/m
<0 o o> v, = 2n/KIM

dA) $ 5 vy ~ 0

® ® ® v, =0

El cuarto de estos modos es idéntico al terceropssque considerar un giro de 90' alre
dedor del eje de la molécula.

SeaT, = (h/k)v,, dondev, es la frecuencia natural de un modlibracional.dado, h es
la constante de Planckk es la constante de Boltzmamn 7, es la temperatura caracteristica
para el modo en cuestidon. Represéntese entogices funcion deT/[(h/k)\/ﬁM] para el
modelo lineal de la molécula.
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Si se selecciona el siguiente modelo en triAngulo equilatero

i

\‘ Qg vy, = 21 /3K/M

O
O O

Represéntese nuevamente en funcién deT/[(k k)/K/M].
Razoénese cOmo podria determinarse la estructura por medidas dklr cespecifico.
(Podria determinarse también la constante de fuerza del enkice,

vy = 2n . /3KIM

D.54. Se lleva mediomol de oxigeno a lo largo de los procesos siguientes. Desde el
estado inicial(¥, = 2 litros, P, =1 atm) el gas se expande a presion constante hasta un
volumen de 30 litros. Se calienta después a volumentaais, hasta que su presion final
es 100 atm. Hallese el calor total absorbido en este proSegmingase que el oxigeno es un
gas ideal con el calor especifico dado en la tabla D.2.

D.55. Dos moles deCO, a la temperatura inicial de 50C y a la presiéon de 20 atm
se expanden adiabaticamente hasta que la temperatura fib@0 &S. Represéntese la curva
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adiabéatica en un diagram@ t". Hallese la presidn final. Supéngase queC®, es un gas
ideal con el calor especifico dado en la talida2.

D.5-6. A partir de los datos de la tabl2.2, hdllese la ecuacién fundamental d&l.

D.5-7. Supéngase que SH‘fcs un gas ideal con el calor especifico dado en la t&ha
Hallese el cambio de entropia que acompafia a un cambio entadioedesdel = 300 K,
P =1 atm hastaT = 1000 K, P = 1/10 atm.

D.6 El gas ideal multicomponente

El mismo tipo de calculo estadistico que lleva a la ecuacion gomahtal de
un gas ideal de un solo componente conduce a la ecuaariamental para un
gas ideal con varios componentes.

Supongamos primero que tenemos varios gases ideales adouromponente
separadosLa ecuacién fundamental del gasimo esta dada por las ecuaciones
paramétricas

N Te (T V N,
S=—S,+ N L2 dT" + NR | ° D.34
NO O + J‘To T/ + n <V0 N> ( )
T
U= Uoj + NJ cpj(T’) dT’ (D.3%5)
To

Debe tenerse presente que al especificar el estado de referencia para cada gas
hemos adoptado el convenio de qlig ¥, y N, son iguales para todos ellos. En
cambio, U, y S, varian de un gas a otnppor consiguiente llevan el subindige
en las ecuaciones anteriores.

Si se mezclan los diversos gases de un solo componente parauipnstigas
ideal multicomponente, la ecuacion fundamental seri

S, Teo V N
s=YN, <No,> FIN, L Sdr + Y NRIn ( WO) (D.36)
J J J

0 VO J

Uy, T , ,
U= %Nj <7V(:)J> + %:Nj J“D e, (T dT (D.37)

Es decir, laentropia de una mezcla de gases ideales es igual a la suma de las
entropias que tendria cada uno de ellos si cada uno ocyparaj solo, todo el
volumen a la misma temperatuté.la energia de la mezcla es la suma de las-ener
gias que tendria cada uno de los gases individuales a la mismp&r&tura. Estas
afirmaciones se conocen comeoremade Gibbs.

Es interesante comprobar que la cantidgdque interviene en las ecuaciones
D.36y D.37 como parametro, conserva su significadoradeperatura termoding-
mica.Esto puede hacerse calculando la derivada

(#)ne  (Fn ()
N TR cr V.Ni.Na.... Ty nn,
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Para encontrar las ecuaciones de estado, calcularemos primerosi@npre
La definicion puede reexpresarse de un modo mas conveniente para realizar el
calculo con la forma paramétrica de la ecuacion fundankenta

P= (9_U> _ 0_U> (é‘_S)
v S.Ni,Nz,... a8 V,Ni.... v U.N,y,
ou or oS
- {¢Y el == D.38
<6T>V‘N1.... <6S>VN1 (aV)Uth.-- ( )

Pero la constancia d&. N,, N,, ... implica la constancia d&, N,, N,, ...,
dado que en nuestro casbes funcion solamente dey de los nimeros de moles.
Entonces, la ecuaciéb.38 se convierte en

ou oS oS
— (%Y il = D.39
O N € B .

Estas derivadas pueden evaluarse directamente ia g@afs ecuacioneb.36
y D.37,y se encuentra:

p = ENIRT (D.40)
v
O Sea
PV = NRT (D.41)

dondeN es la suma de los numeros de moles. La ecuacion de gRatlg es for
malmente idéntica a la correspondiente ecuacion de estado de un gas ideal con
un solo componente, k5 Yy (¢, — ¢,) tienen, por consiguiente, los valores dados
por las ecuacione®.10-D.13.

El potencial quimico del componentsimo de la mezcla se calcula facilmente
recordando que

dU = TdS — Pdv + ) p dN, (D.42)
i

de donde, escribienddN, = 0 para todok # j,

N oS
. AT(— (D.43)
! (\aNJ)V.T.Nl.N:.... \aNJ'>VsT~N1*N2'

Evaluando estas derivadas a partir de las ecuacibr@dy D.37 y reempla
zandoc, por ¢, como en la secciéb.3,se obtiene

Uy, + NoRT, So; r T epi
R Ly gt B dAr — T Hdr'+
)uj NO NO To CPJ To T

NRT V,

V™ N,RT,

+ RTln< ) (D.44)
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Uy + NoRT, So; N, RT,
p = 00 »TNi’—RTln< OVO")-

J N o
ATdr [T , N,
-1 . FE - CP dT + RT In P—]V (D45)

w, = RT(@(T) + In P) (D.46)

0

Se encuentra asi que

donde¢(T) se define como en la ecuaci@h22 6 D.24,y dondela presion parcial
del componente-gimo, P;, se define por

Nj
P =P (D.47)

Las presiones parciales son conceptos puramente matemasin significado
fisico directo.E! potencial quimico de un componente simple de una mezcla de gases
perfectos es igual al potencial quimico que dicho congmde tendriaé/ solo si se
encontrara ala misma temperaturey a la presionp;.

Volviendo a la ecuaciérD.36 y al teorema de Gibbs, observaremos que 'a
aditividad de la entropia cuando ésta se expresa en funciéhyd& no implica
aditividad cuando se expresa en funcion de otras variables. Porlejesnpside
remos varios gases de un solo componente separados, todos ellemadadturar
y a la presionP. A partir de la ecuaciéiD.34y de la ecuacion de estado, podemos
escribir laentropia de cada gas como

N T e (T N,RT
S =—3S8,,+N Y dT’ + NRIn =% — 4
i =N, o + J‘TO T + In PV (D.48)

Reemplazando ahor#® por P en la ecuaciérD.36, se encuentra para la mezcla

S, T e v N,RT N,
S_ZJ\fj(N—W)JFZN,L #dT +ZNjR1n ;VO-—ZNlean (D.49)
J J ] J J

0

Es decir, laentropia de una mezcla de gases ideales es igual a la suma de-las
tropias que tendrian los gases individuales si cada uno de ellos se encontrara a las
mismas temperatuna presion que la mezclapas un término correctivdEste ter

mino correctivo recibe el nombre @etropia de mezclay viene dado por

N,
AS,pes = — R Z Njln - (D.50)
J
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Problemas—SecciénD.6

D.6-1. Diez gramos de cada uno de los gases HeyND, se encuentran en recipientes
separados, a la presién deatmy a la temperatura de 15Q. Se abren las valvulas que-co
munican los tres recipientgssed- ja que el sistema alcance el equilibrio. Se supone que las
paredes de los recipientes sdgiaas y adiabaticasy que los gases son idealgCuales seran
la temperaturay la presion finales de lanezcla de gases'@®ual es elcambio de entropia?

D.6-2. Si la presion inicial de cadano de los tres gases del problema [.&s1 atm,
pero las temperaturas iniciales son 100, 35@00'C. respectivamentgguales seran la
temperaturay la presion finalesy cual el cambio de entropia?

D.6-3. Si la temperatura inicial de cada uno de los tres gases délema D.61 es
150 °C, pero las presiones iniciales sdt0, 1,5y 2,0 atm, respectivamentgcuales seran la
temperatura la presion finalesy cudl el cambio de entropia?

D.6-4. Hallese la capacidad calorifica a presion constanteimi® mezcla de 30 g de
O, y 70 g del,. En particular, determinense los valores de la capacigdakifica a 200.
500y 4000K.

D.6-5. Se observa que la velocidad del sonido en una cierta meztenén e IH es
162,0 mys a0 "C. El xenén es un gas inerte (monoatomico) con peso aténitlo3. El peso
atomico dell es126,9. El calor especifico del IH se da en tlabla D.2. ;Cual es la composi
cion de la mezcla'?

Nota. Recuérdese el problema DX

D.6-6. Supdngase que el aire esta constituido bate N, y L de O,. Utilizando los
datos de calor especifico dados en la tabla D.2, hallese la ecuadidamental del aire.

D.7 Gases no ideales. Desarrollo del virial

Todos los gases se comportan como ideales a temperaturas y vatuohen
suficientemente altos. Sin embargo, a medida que dismirlyelumen molar
(VIN), los gases reales exhiben un comportamiento mas complicado. Cuando un
gas se comprime, sus propiedades se apartan al prinefidoligeramente de las
de un gas ideal. En cambio, bajo una compresion suficiente, taslaegl sufre
una condensaciéon al estado liquido o solido. en los cwfiles aleja mucho del
comportamiento ideal. Los fenbmenos de condensaeiéstsidiaran mas adelante;
en esta seccion describiremos las propiedades de los gases reaflesnselan la
region en la que los mismos se desvian ligeramente del cdarpinto ideal.

Cuando los gases reales se apartan del comportandehgas ideal. suscua-
ciones fundamentales se vuelven analiticamente complicadas. Eaonasniente
estudiar sus propiedades en términos de las ecuacionesadi® egie en términos
de la ecuacion fundamental. Recordemos, sin embargo,dgseecuaciones de
estado son equivalentes, salvo una constante ad#iVa,ecuacién fundamental.

Consideremos en primer lugar la ecuacion de estado del gak ide

(D.51)

N

R
v
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Se encuentra que, al disminujias propiedades de todo gas real pueden expresarse
en forma de serie de potencias te:

P R B(T (T
_=—<1+L)+—(2)+~-- (D52)
T v v v
30 |-
N2
20
I M, A
Ne
T 1°F He Ne He
~ T(K) —>
3 100// 200 300 / 400 500 600 700
£, | | | x 1 ( 1
§ H.
@
—-10 +—
A
NZ
—20
—-30

Fig. D.2 Segundo coeficiente del virial en funcién de la temperatura para varios gases.
Medidas realizadas por Holborp Otto. Datos tomados dStatistical Thermodynamics,
por R. H. Fowlery E. A. Guggenheim. Cambridge University Pre$839.

Los coeficientesB(T), C(T), ... son funciones de la temperatura. La forma de
estas funciones depende de los tipos de fuerzas interniatesuen el gasB(T)
se denomina segundweficiente del virial, C(T) tercer coeficiente del virial, etc.

En la figura D.2 se representa el segundo coeficiente del virial, endondé
la temperatura, para varios gases.

El calor especificac, de un gas real depende también de los coeficientes del
virial. Se halla, por célculos de mecénica estadistica& qu

_ i Rd (,dp\ R d/ qc
creal) = ¢ (ideal) — © dT (T ﬁ> year (T Zﬁ) (D.53)

dondec,(ideal) es el calor especifico del gas ideal, como se describe en la secciéon D.5.
Las ecuaciones D.52 D.53 determinan la ecuacion fundamental como sigue.
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Escribiremos

ds = (fi> dT + (2> dv (D 54)
oT ), av Jp
de donde
c(T) aP
o = 2 qT — | dv 5
ds T dT + (6T>l_ L (D.55)

La integraciéon de esta ecuacién da

Ly
Il

s(T, v) (D 56)
Tenemos también

u=fc,dTl (D.57)

Estas dos ecuaciones constituyen una representaci@mptica de la ecuacion
fundamental; eliminandd entre ambas se obtiengu, c).

Es interesante estudiar un modelo tedrico simple de las intersessholecu-
lares. Se trata del denominado modelo @sfera dura». Las moleculas se tratan
como si fuesen bolas rigidas diminutas, que no ejercen fuerza re&sgndo estan
en contacto. Este modelo permite obtener coeficientes del virial, todos los cual
son constantes. Cada coeficiente del virial puede expresarse en funcion dewolu
de una molécula individual

B=4N,c C=10N2 D = 18362N% (D 58)

dondeN, es el numero de Avogadroryes el volumen de una molécula considerada
como esfera dura.

El examen de la figur®.2 indica que los segundos coeficientes del virial de los
gases reales no son generalmente constantes, por lo que laikigétias moleculas
esféricas duras no constituye un modelo muy realista. No obstardkssgundo
coeficiente del virial empirico es aproximadamente constante dentro déeuwailo
de temperatura razonable, como sucede en el caso de HetiNgwyede obtenerse
una cruda estimacion del volumen molecular a partir de la ecu&cih

Los coeficientes delirial de los gases multicomponentes no estan determinado
completamente por los coeficientes del virial de cada uno de los componente

Para una mezcla dd, moles del componentey N, moles del component2,
la ecuacién de estado de la mezcla tiene la forma del virial de la ecuBcs@n
con

Nl 2 Ni NZ NZ g N
B(T) = <W) B(T) + 25 =2 Bo(T) + W) B,(T) (D.59)
y /

dondeB,(T) y B,(T) son los coeficientes del virial de los componentes individuales
y dondeB,,(T) es un nuevo coeficiente. Analogamente. el tercer coeficiente de
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virial es cubico en las fracciones molares, y el coeficierseamio del virial es de
orden nsimo en las fracciones molares.

Problemas—Secciéon D.7

D.7-1. A partir del segundo coeficiente del virial del He, que seedala figura D.2,
hallese el volumen de un 4tomo de He. Demuéstrese que esteeamluorresponde a un
radio del orden dd0~# cm.

D.7-2. Héllese la ecuacion fundamental de un gas monoatémico itoikt por esferas
duras. despreciando todos los coeficientes dealvimidsalla del tercero.

D.8 Ecuaciones de estado de van der Waais Berthelot

Ademés de la ecuacion de estado en la forma virial (ecuabié), se han
ideado varias expresiones cerradas. Estas exprssgmrefenomenologicas; es
decir, se han ideado meramente para adaptarse al ctanggento empirico, con
poca o ninguna baseorica. Sin embargo, pueden ser extremadamente Uiles,
ha propuesto un gran numero de ellas. Una de las mas sencillas y masdJides
ecuacion de estado de van der Waals:

NRT Na

p= VN V2 (D.60)
en la quea y b son constantes. Esta ecuacion no sélo se adapta perfettaalen
comportamiento de la mayoria de los gases en la regidon en que sadeaasi
sino que describe también el comportamiento en la fase ligidael capitul®
se da una discusion detallada de la ecuacién de van der \&taddsregion de con
densacion galquido. Los valores de las constantes de van der Waglb para
varios gases comunes se recogen en la Tabla D.3.

Tabla D.3 Constantes de la ecuaciéon de estado de van der Waals

a b
Gas (10° atm cnf) (cm?)
He 0,03415 23,71
Ne 0,2120 17,10
H, 0.2446 26,61
A 1,301 30,22
N, 1,346 38.52
0, 1,361 32,58
CO 1,486 39,87
CoO, 3,959 42,69
N,O 3,788 44,18
H,0 5,468 30.52
cl, 6.501 56.26
SO, 6.707 56.39

Tomado de Paus. Epstein.Textbook of Thermodynamics, John Wiley andSons, Nueva
York, 1937.
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La ecuacion de estado de Berthelot es

P NRT  N%'
TV _bN TP?

(D.61)

en la quea'y b’ son constanted\l parecer, esta ecuacion representa las propiedade
de los gases reales de forma algo mas satisfactoria que la ecuacion de van der Wi

Problemas—SecciénD.8

D.8-1. Demuéstrese que los coeficientes del virial de un sistema que obedece la ecuaci
de estado de van der Waals son

D.8-2. Demuéstrese que los coeficientes del virial de un sistema que satisfacadidacu
de estado de Berthelot son

C=b?

ApéndiceE

F 1 edades d los solidos . K simples

E.1 Propiedades generales

La teoria termodinamica, tal como se desarrolla en el tesbraya el papel
central desempefiado por la ecuacion fundamental de un siséemadinamico.
Tal ecuacion contiene toda la informacion termodindmieerente al sistema.
En el apéndice D se describen las ecuaciones fundamentales de losayases
ilustraciones de la teoria general. Lamentablementeiempre es factible calcular
o determinar la ecuacién fundamental de un sistema termodinagnhemos de
conformarnos con menos informacion. Esta menor indoiom puede ser simple
mente unacuacién de estado, o puede encontrarse en alguna otra forma equ
lente. Esta es, de hecho, la situacion habitual en el cadosdgistemas liquidos
0 sélidos. Para ilustrar el tipo de informacién termodiiga de que se dispone
generalmente en el caso de los sistemas reales, describiremo® epé@stlice las
propiedades generales de los sistemas liquidos y sélidos.

La razdn de que se disponga de ecuaciones fundameptala los gases pero
no, en general, para solidos y liquidos es evidented®el punto de vistauantico-
estadistico, los gases son relativamente simples porque sus moléculas sor
independientes. En cambio, las moléculas de los sélidos y tiglidos interactdan
fuertemente y conducen a dificultades enormes en el andlisis matendét los
modelos cuanticestadisticos. Aun asi, el tratamiento matematico paadtidos
es algo mas manejable que para los liquidos, debido a que las molécutas d
sélidos se encuentran localizadas en una disposicion regulartrasiarue las mo
Iéculas de los liquidos estan distribuidas aleatoriamentecoBsecuencia, veremos
gue las propiedades de los sélidos tienen una base teéricaomddeta que las
de los liquidos.

Una organizacién conveniente de las propiedades coa®citk liquidos y
solidos consiste en expresar la dependencia de las coafgoitudesa, k.., ¢, Y ¢,
respecto a la temperatura y a la presién. Las tranepas de estas magnitudes
pueden medirse de forma relativamente directa, aunque ningerestds deter
minaciones es realmente sencilla a temperaturas muy bajas oltasya presion
elevada. El calor especifiavolumen constante es muy dificil de medir, debido i
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la falta de rigidez estricta de todo recipiente, perguede relacionarse con los
otros coeficientes por la ecuaci@47:

2
¢ =¢, — @ (E.1)

T

Para medir las caracteristicas generales, que se consideran a @oidtincon
mayor detalle, se encuentra el comportamiento siguiente parajariaade los
liguidos y sélidos. Los cuatro coeficientes x,, C, y ¢, son aproximadamente
independientes de la presion. El coeficiente de dilataaidepende de la temperatura,
siendo cero a temperatura cero y creciendo generalmentdactoemperatura,
tanto en la fase sélida como en la liquida. El coeficiente de compresibiticad
térmica,; es muy pequefio; es del ordenlde* atm~! tanto para los liquidos
como para los sélidos. Varia ligeramente con la temperatura gado, que es
tan pequefio, en general no se comete error apreciablesicemsidera constante.
Finalmentec, es para algunos liquidos practicamente independiesia tempe
ratura, mientras que para los sélidos tagtoomoc, dependen de la temperatura.
Existe una extensa teoria de la dependencia,dmn respecto a la temperatura
para los sélidos, que se describira mas adelante.

E.2 Liquidos

Antes de considerar las propiedades de los liquidos con nustatle, debe
indicarse quéa-distinciéon entre gases y liquidos es un tanto sutil. En las proximi
dades de laemperatura criticay de la presién critica,las cuales se definen y estu
dian en el capitul®, la distincién desaparece. Sin embargo, a temperatupas y

Tabla E.I Variacion de las propiedades del mercurio con la presioif@

14 v 10%« 10" 2k, Cp c,
kg/cm? cm?/dina
(=0,968 atm)  cm?/mol K™! (= 1,013 x 10°atm~!) cal/mol K cal/mol K

0 14,72 181 3,88 6,69 5,88
1000 14,67 174 3,79 6,69 5,92
2000 14,62 168 3,66 6,69 5,96
3000 14,57 164 3,60 6,68 5,97
4000 14,51 160 3,48 6,68 5,98
5000 14,45 158 3,38 6,68 5,98
6000 14,42 155 3,25 6,68 5,99
7000 14,38 152 3,12 6,68 5,99

Reproducido, con autorizacion, deeat and Thermodynamics, por M. W . Zemansky,
4.2 edicion, 1957 McGraw-Hill Book Company, Inc.. Nueva York.
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siones alejadas de estos valores singulares, la adistires clara e intuitiva. La
descripcion de los liquidos que se da a continuacion es vélitamente lejos de
la temperatura y la presion criticas.

Hemos subrayado en la seccion anterior @ue., c, yc¢, son todos ellos aproxi
madamente independientes de la presion. La dependenciatate magnitudes
respecto a la presion se muestra en la tablgpBra el mercurio. Se ve que el calor
especifico a presién constantg sufre un cambio insignificante a lo largo de un
intervalo de presion de 7000 atm. La dependencia gec, respectoa la presion
es algo mayor, siendo sus cambios aproximadamente dePQor 100, respec
tivamente, en un intervalo de 7000 atm. No obstante, en la regigrebsones
de interés practico, dea 100 atm, las variaciones son sélo del orden del 0,24y
por 100, respectivamente. Otros liquidos muestran dependencias del mismo orde
con respecto a la presion, por lo que, ¢, yc, pueden considerarse independientes
de la presién para todos los fines précticos.

Consideremos sucesivamente la dependencia, @g y los calores especificos
respecto aa temperatura.

La dependencia da con respecto a la temperatura puede representarse por
un desarrollo en serie de la forma

o= oy + 20,(T — Tp) + 3a,(T — T))> + -+~ (E.2)

dondeT, es una temperatura de referencia adecuadamente elegida. En la tabla E.
se dan los valores dg,, a, y a, para varios liquidos comunes. Puede observarse
en dicha tabla qua es del orden dé0~3 K~ ' y que su variacion es del orden de
un 10 por 100 entr® y 100 'C.

La ecuacionE.2 es equivalente al desarrollo del volumen molar en serie de
potencias de T T, para P constante:

(T, P) = o(Ty, P)[1 + ao(T — Tp) + a,(T — Ty)? +o (T — T +---] (E.3)

o(Ty, P)[1 + «T — T,)] + (E4)

i

En la tabla E.3 se dan las compresibilidades isotérmicas desvidquidos.
Se ve que las compresibilidades isotérmicas son del ciddf™® atm™'.

Si la presion de referencia se elige como cero, podemos desamu@laP) en
una serie de potencias doble en {T7,) y P alrededor dex(7,, O):

ov 1 /8%
(T, Py = (T, 0) + () (7 - 1)) + L{Z2) (- T
0P =T 0+ (5) @ = 7o () 7o Tt

oT ),
3P ), '

Los términos en T~ T, son precisamente lagrminos de la ecuacion E.8 E.4,
por lo que

o(T, P) = o(T,, 0)[1 + «T - T,) — x, P] (E.6)
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Tabla E.2 Dependencia del coeficiente de dilatacion de los liquidos mspecto
a la temperatura

t(T, P) = vp[t + apt + @, + a,r?]
dondet= T - 273,15K y v, = v(273.15 K, P)

Intervalo de

Liquido temperature’,C 10%, 10%a, 10%a,
Acido acético 16 a 107 1,0630 0,1264 1,0876
Acetona 0as54 1,3240 3,8090 0,8798
Alcohol (metilico) —-38a70 1,1856 1,5649 0,9111
Benceno 11 a 81 1,1763 1,2775 0,8065
Disulfuro de carbono ~34a60 1,1398 1,3706 1,9122
Eter —15a 38 1,5132 2,3592 4,0051
Glicerina — 0,4853 0,4895 —
Mercurio 24 a 299 0,18182 0,00078 -
Aceite de oliva - 0,6821 1,1405 -0,539
Fenol 36 a 157 0,8340 0,1073 0,4446
Petréleadens. 0,8467) 24a 120 0,8994 1,396 -
Acido sulflrico 0a30 0,5758 0,864 -
Trementina —-9a 106 0,9003 1,959 -
Agua 0a33 -0,0643 8,505 6,790

Tomado de Handbookf Chemistry and Physics, The Chemical Rubber Publishing Com

pany, Cleveland, Ohio.

~

Tabla E.3 Compresibilidad isotérmica de los liquidos Q&C)

Intervalo de presion 103%,.
(atm) (atm™")

Acetona 1a 500 8,2
Disulfuro de carbono 1 a 500 6,6
Cloroformo - 10,1
Alcohol etilico 1a5s0 9,6

Alcohol metilico 1a 500 7,94

Agua la?25 5,25

25a 50 5,16

100 a 200 4.92

Tomado de Handbook d Chemistry and Physics, The Cherlaaber Publishing Com

pany, Cleveland, Ohio.
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El términox P representa so6lo una correccion del 1 por 100 incluso para presione:
de 100 atm. Por consiguiente, basta con conservar el téreonstante en
y puede considerarse quie es una constante para la mayoria de los fines practicos.
Prestaremos atencién finalmente a la dependencia de los calores especificos
los liquidos con respecto a la temperatura. En la tabla E.4 gg dara varios
liquidos a diversas temperaturas. Para muchos liquidas practicamente inde
pendiente de la temperatura, como sucede para elyaguaercurio. Sin embargo,
la variacion dec, con T no siempre es despreciable, como ocurre en los casos de
benceno, el éter y la glicerina. Unicamente puede decirse que en algunos liquid
es aproximadamente constante.
La dependencia de con respecto a la temperatura esta relacionada concla de
por la ecuaciorE.l. Incluso para los liquidos cofn constante se da, por consi
guiente, una dependencia derespecto a la temperatura.

Tabla E.4 Calores especificos de los liquidos a presion constante

Liquido Temperatura (C) cp(«cal 15°n/g K)
Acido acético 0 0,468
Acetona 0 0,506
Alcohol (etilico) 0 0,535
25 0,581
Alcohol (metilico) 0 0,566
20 0,600
Benceno 5 0,389
20 0,406
60 0,444
90 0,473
Eter - 50 0,517
0 0,529
30 0,547
120 0,803
180 1,041
Glicerina 0 0,540
50 0,600
100 0,669
Mercurio 0 0,03346
20 0,03325
40 0,03308
60 0,03294
80 0,03284
100 0,03269
150 0,0324

190 0.0320
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Tabla E4 (continuacién)

Liquido TemperaturdC) cp(«cal 15°/g K)
Aceite de oliva 6,6 0,471
Fenol 14 a 26 0,561
Petroleo 21 a 58 0,511
Acido sulfarico 10 0,339
Trementina 0 0,411
Agua 0 1,00874

15 1,00000
20 0,99859
40 0,99761
60 0,99934
80 1,00239
100 1,00645
150 1,0240
200 1,0439

Tomado de Handboolf Chemistry and Physics, The Chemical Rubber Publiskiom-
pany, Cleveland®hio.

E.3 Efecto de las variaciones de presién

El hecho de que, «,, ¢, y ¢, Sean practicamente independientes de la presion
simplifica los célculos del efecto de los cambios de presiéon. Gemsnos, por
ejemplo, el calor absorbido por un sistema en un proeesel que la presion se
incrementa para mantener constante la temperaturamicene

Pr (oS
AQ =T|dS =T (—) dpP (E.7)
P; 6P T
y, por la ecuacior8.50,esta expresion se convierte en
Py
AQ = —TVf o dP (E.8)
P;

Ahora bien, para un sistema liquidoes casi independiente de la presion, por lo
que puede sacarse fuera de la integral para dar

AQ = —TVa AP (E.9)
Incluso aunquea varie ligeramente con la presion, la ecuacion E.9 es apeaxim

damente valida si el valor da utilizado es el valor medio en el margen de presio
nesAP.
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Haciendo referencia a la tabla E.l, se encuentra que, en el caso del mercurio
el calor absorbido cuando se aplica una presiéri0fe atm a una temperatura
deO°Ces

A*Q=—Taz AP =

V 'media

1

181 + 174
—_— X

—273,15 x 1076 x 103 = —48,5atm =

—1,17 cal/cn? (E.10)

El signo negativo, por supuesto, significa que se desprende calor.
Andlogamente, el trabajo realizado sobre el mercurio en el proceso es

aw = —|pav = —|P(ZX) ap = + | Pric, ap (E.11)
oP ),

Pero, por la ecuacion E.6, tenemos
V(T, P) = V(T,0)(1 — x.P) (E.12)

de donde

P
Aw_ KTJ "(1 = k,P)PdP

. (E.13)
= +0,044 cal/cm? (E.14)

Se observara que el segundo término de la ecuaciéon E.13 puede despreciarse, |
lo que podriamos haber sacado simplem¥rfteera de la integral de la ecuacion
E.Il, en lugar de haber utilizado la ecuacion E.12.

El hecho de que se realice una cantidad tan pequefia de trabajo sobre el mercur
se debe, por supuesto, al pequefio cambio de volumen, que hacedduseR
correspondientemente pequefio. La cantidad relativamente grande de calor liberac
la suministra evidentemente la energia interna del mercurio.

Problemas—Seccion E.3

E.3-1. Hallese el cambio de temperatura dd cm® de mercurio si se aplica una presion
de 10% atm isentrépicamente.
Sugerencia:Para transformar el integrando, escribase

eT\  (@SjoP),
ap)s T T (85/eT),

utilizando la ecuacion 3.50 para el denominador.
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E.4 Sodlidos simples

Para estudiar de manera adecuada la termodindmica délidass debemos
admitir que los cuerpos sélidos son susceptibles de deformacion uniaxaizd
llamiento. La ampliaciéon del formalismo termodindmico gancluir los compe
nentes de deformacion elastica se expone en el capitulo 13. Aqui vanstisdéae
las propiedades de los solidos isétropos sometidos Unitcanaepresiérhidros-
tatica (en contraste con los esfuerzos uniaxiales o de cizallaiento

Como en el caso de los liquidosxg, ¢, Y ¢, SOn practicamente independientes
de la presién.

Consideraremos la dependencia de cada una de estagudagrrespecto a la
temperatura.

La dependencia de a respecto a la temperatura puede eefarse por un
desarrollo en serie tal como el empleado para los liquidos (ecuacion E.2)

=0yt 2a(T - Ty)) +3ay(T - T2+ ... (E.15)

Para muchas aplicaciones, la magnitud de interés directo no es el coeficiente
de dilatacion volimica a, sino ebeficiente de dilatacion lineala", definido por

|
!XL = —( ’ p (E16)

11 /oV 1
= gv(a—T)P = ga (=8 )]

Mientras quea especifica el incremento fraccionario de volumen por unidad de
incremento de temperatura™ expresa el incremento fraccionario de longitud
por unidad de aumento de temperatura. El coeficiente lieas simplemente
un tercio del coeficiente de volumen a.

La ecuacidn E.15 puede volver a escribirse (dividiendo por 3en ambos miembros)
como

L

o = ag + 20T — Ty) + 3a4T — T,)% + ... (E.18)

donde

L_ 1 L_ 1 L_
%y = 3%, Ay =38y, Oy =

o, (E.19)

W

En la tabla E.5 se dan los valores «p2y of para varios metales comunes. En
la figura E.| se representa el coeficiente de dilatacién en un amplio ildedea
temperaturas para varios metales; es interesantevalbsgue cuanto mayor es la
temperatura de fusién normal del metal, tanto menor es su coeficedt@athcion.
(La temperatura de fusion normal es la temperaturaguéafunde el metal a la
presion de 1 atm.) Por ultimo, debe indicarse que, aiamdo el comportamiento
gue se representa en la figura E.l es el caso usual, algdtidsssexhiben una
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dependencia anémala deon respecto a la temperatura. La anomalia mas impor
tante es la del hielo, que se representa en la figura E.2.

El valor de la compresibilidad isotérmica de los sélidos es generalmente menor
que el de los liquidos. Para la mayoria de las aplicaciones es suficiente considerar
independiente de la temperatura, aunque en general crece ligeramente con ella
Asi, en el cobrec, aumenta de un modo aproximadamente lineal con la tempera
tura en el intervalo de 100 a 1360 incrementandose aproximadamente un 35
por 100 a lo largo de dicho intervalo. En la tabla E.5 se dan las compresibilidades
de varios metales a la temperatura ambiente.

La ecuacién E.6 es aplicable tanto a los sélidos como a los liquidos.

Finalmente, vamos a considerar la dependencia con respecto a la temperaturi
de los calores especificos de los sélidos simples.

Tabla E.5 Coeficiente de dilataciéon lineglcompresibilidad de los metales

a- = ok + 24K(T - 273,15) + -,

Limites de 107,
Metal temperatura;C 10*af 107k (atm™1)

Aluminio 10-90 0,2221 0,114 13,0
Latén 10-90 0,1781 0,098 —

Cobre 10-90 0,1596 0,102 7,0
Oro 10-90 0,1410 0,042 5,6
Hierro puro 0-38 0,1145 0,071 5,7
Plomo 10-90 0,2829 0,120 23,0
Niquel 0-38 0,1255 0,057 5,1
Platino 0-1000 0,0868 0,013 3,5
Plata 10-90 0,1862 0,074 9,6
Estafio 10-90 0,2094 0,175 18,2
Zinc 10-90 0,2969 —0,0635 16,4

E5 Calores especificos de los sélidos

El calor especifico a volumen constante de un sélido es la suma deama
tribucion electrénica)) y una ((contribuciésticular». La contribucion electrénica
ac, es muy pequefia en comparacion con la contribucién reticular, pero es apre
ciable a temperaturas muy bajas (en las proximidadeskjedebido a que tiende
a cero cuandd — 0 mas lentamente que la contribucion reticular. En esta region
de baja temperatura, la contribucion electrénica es simplemente lindal en

¢ (electronica) = aT (E.20)

La constante de proporcionalidacesta relacionada con la densidad de electrones
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de conduccién en el sdélido: por consiguiente, es grgratea los metaley cero
para los aislantes. En la tabla E.6 se dan los valorespdga varios metales.

Tabla E.6 Constantes del calor especifico de algunos metales

Constante de

contribucién electrénica Temperatura
al calor especifico de Debye Constante de
a x 10* D Gruneisen

Metal (cal/mol K) X) y
Al 3,48 419 2,1
Ag 1,54 229 2,2 '
Cu 1,78 335 1,9
Pt 16,07 233 2,7
Pb 7,15 90 2,3
Mg 421 410 -
Sn 4.0 185 1.8

Tomado dePhenomena at the Temperaturef Liquid Helium, Burton, Smith andWilhelm,
Reinhold, Nueva York, 1940.

La contribucion reticular &,, proviene de la energia de vibracién de los iones
del sélido. Se han dedicado numerosos trabajos tedricotaacestribucion; los
resultados mas utiles son los que obtuvo Debye en 1912dmssen un modelo muy
simple. Debye traté las vibraciones de un sdélido como si se tratase theedio
continuo en lugar de un conjunto discreto de iones, perordegmdo todas las
vibraciones con longitudes de onda menores que la distanterionica. Este
modelo aporta una contribucion a datropia molar de la forma

s(reticular) = 3nR{gD <0—7’f> - In[l - e"’ﬂ”]} (E.21)

dondeR es la constante de los gasaess el nimero de iones por molécufg,es
una funcion del volumen pero no de la temperatur@®(f,/7) es lafuncion de
Debye, definida por

D(x) = %r y* dy (E.22)

y _
0 € 1

La temperatura de Debyd, para el volumen molar normal esta relacionada
con las constantes elasticas del sélido o con la velocidad del senigébsolido.
Es maxima para los sélidos rigidos con iones ligeros o mparadlidos cortem-
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peraturas de fusion elevadas e iones ligeros. Lindemanreiasirado que para
la mayoria de 'los sélido&, viene dada aproximadamente por

200 (T, \'7?
0,(K) ~ 5 (ﬁ) (E.23)

dondev es el volumen molar (chmol), T, es la temperatura de fusion (K),M
es la masa moleculgg/mol). En la tabla E.6 se dan los valores @jgpara varios
metales.

La contribucion reticular a lantropia implica una contribucién de la red al

calor especifico

. _ os\ 0, 30,/T
c (reticular) = T(a—T>9n = 3nR [4D <7> ST ] (E.24)

Esta contribucién se representa en la figura B.8emperaturas bajas, el desarrollo
en serie de potencias d&0, da

3
¢ (reticular) = 3nR l:i; n* <Bl> + .- ] (E.25)
D
T 3
= 464,4n (?) + -+ [cal/K?] (E.26)
D

A temperatura elevada, el desarrollo en seridgT da

c (reticular) = 3aR |1 LAY ! 0D4+... E.27
‘ V=R =%\ T) T\ T (E.27)

A temperaturas bajas, la contribucion reticular al calor especifinddie cero
como T. A temperatura elevada, aquella tiende asintoticamaintlor «Dulong
Petit», 3nR: 6 cal/mol para so6lidos monoatdémicos tales como los metalesal 2ol
para solidos diatomicos tales como®Na, 18 cal/mol para el cuarz@SiO,), etc.

La temperatura de Deby#, es funcion del volumen, con una dependencia
funcional que no se ha determinado todavia. La ecuacion de Larterg.23
correlaciona simplemente el valor e para el valor normal del volumen molar
con otras propiedades, pero no da indicaciéon algunaédeocvaria0, cuando
variav. Basandose en datos empiricos, Gruneisen ha propgesto

0, = constante™” (E.28)

dondey es laconstantede Gruneisen. En la tabla E.6 se da el valoy gara varios
metales.
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Fig. E.3 El calor especifico de Debye.

La ecuacion E.28 tiene una forma particularmente convemipata Sucon-
trastacién con los experimentos. Consideremos lavaéai

0P\ _ _(0[oT), a
<0_T> T T @GPy, w, (E.29)

También podemos escribir esta derivada como

oP Js
() - (%), ®0

segun se demostré en el capit@oPara derivars con respecto a, observemos
gue, segun la ecuacién E.2des funciéon solamente d,/7T, por lo que

X @ = 0s a(HD/T)_ _T_zﬁ laiD (E.31)
Kk \dv), A0,/ T) dv 0, 0T)\T ov '
y
i . ’}’CUHD
P (E.32)

Al deducir esta relacion, hemos supuesto implicitamente queita contribucion
a laentropia y al calor especifico es la reticular; de hecho, es la contribucion-dom
nante, salvo a temperaturas muy bajas o muy altas.

Si la ecuacién de Gruneisen fuese correcta, llegarian@nclusién de que
av/c,x, seria constante cuando se altera la temperatura. Fue pnecisa basan
dose en la observacion de la constancia aproximadatdeneagnitud como Gru
neisen llegd a deducir la ecuacién E.28.
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ApéndiceF el mismo una carga fresca de ajreapor de gasolina. El proceso-B A se produce
fuera del cilindro,y en el ciclo sucesivo participa una nueva muestra de gas. Por
ultimo, conviene poner de manifiesto que la etapa de compresidristiéh en un
Varios procesos ciclicos comunes motor de gasolina esta realmente muy lejos de ser cuaiiastatsentropica, por
por lo que el ciclo de Otto es s6lo una represeptacion etight del motor real.
A diferencia de lo que sucede en el ciclo de Carnot, la absorcidaldeen la
etapaB — C del ciclo de Otto no tiene lugar a temperatura constaraepoco
transcurre a temperatura constante el desprendimgmtalor en la etapa B A.
El rendimiento de la maquina térmica ideal es aplicable a cadagmoirdiinitesimal
del ciclo de Otto, pero el rendimiento global tiene quewarse por integracién
de este rendimiento ideal a lo largo de las temperatarabiantes. Por consiguiente,
el rendimiento global depende de la forma especifica en que la temperattiaa
durante las etapas isentrépicas; por tanto, depende de fpiggades particulares
del gas utilizado. Se deja para el lector la demostraciégquee para un gas ideal,
con capacidades calorificas independientes de la temperatura,déniemto del

Aparte del ciclo de Carnot, hay muchos ciclos de gran impaoigapractica. ciclo de Otto es
Ninguno de estos tiene la simplicidad teérica del ciclo denG&rSin embargo,
presentan interés como representativos de los motoresiquinas frigorificas AL
practicos, por lo que describiremos algunos de ellos de farmg resumida. g=1— <7) (F.1)
A

E | Ciclo de Otto La relacion V ,/V, se denomina relacion de compresion del motor.

El ciclo de Otto permite formarse una idea aproximada detifitnamiento
de un motor de gasolina. Este ciclo se representa endeafig.| en un diagrama
V-S. El gas se comprime adiabaticamente en la etApa B. Luego se calienta
isocoramente (es decir, a volumen constanteBen C; esta etapa corresponde
a la combustién de la gasolina en el motor de explodibgas se expande después
adiabaticamente; ésta es la etapa que produce trabiagimente, el gas se enfria
is6coramente desdP hasta el estado iniciah.

En el motor de gasolina, el gas, cuando ha llegafly ao vuelve aA ni recorre
el ciclo una segunda vez, sino que es expulsado del cilindtmduciéndose en

F.2 Ciclo de Brayton o de Joule

El ciclo de Braytono deJoule esta constituido por dos etapas isentropicdss
is6baras. Se representa en un diagrd¥faen la figuraF.2. En un motor se com
prime el aire (y el combustible) en condiciones adiabéaticas> B), se calienta
porlacombustion delcombustible a presion constéBte C), se expandéC — D),

y se expulsa a la atmoésfera. El procesesDA tiene lugar fuera del motor, y se da
entrada a una carga nueva de aire para repetir el ciclo. Si el gas con el quejse traba

S. -
T ¢ C P2} T A B
Y S \
S b
B B A D - C
| 1 .
v v i 1
B V__> 4 PA PB

Fig. F.I Ciclo de Otto.
Fig. F.2 Ciclo de Braytono Joule.
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es ideal, con capacidades calorificas independientes de la temperatura,-el rendi
miento de un ciclo de Brayton es

(cr —cy)fcr
g, = 1 — <ﬂ> (F.2)
PB

F.3 Ciclo Diesel normal de aire

El ciclo Diesel normal de aire esta constituido por dos procesos isentropicos,
gue alternan con etapa&s$coras e isdbaras. El ciclo se representa en la fidgu
Después de la compresién de la mezcla de aire y combugtibleB), tiene lugar
la combustion a presion constar(t® —» C). El gas se expande adiabaticamente
(C— D)y se enfria finalmente a volumen constafiie— A).

V— s

Fig. F.3 Ciclo diesel normal de aire.

Muchos otros ciclos encuentran aplicaciones practicas en diversos disefios de
motores y maquinas frigorificas, y se describen en los textos de termodinamica
técnica.

Problemas—Apéndice F

F.1. Suponiendo que el gas de trabajo es un gas ideal mémézd, con una ecuacion
fundamental como la dada en la secc®d,represéntese el ciclo de Otto en un diagrarma.

F.2. Suponiendo que el gas de trabajo es un gas ideal, conidapas calorificas inde
pendientes de la temperatura, demuéstrese que el rendordel ciclo de Otto es el dado
por la ecuacionF.l.

F.3. Suponiendo que el gas de trabajo es un gas ideal, caticgges calorificas inde
pendientes de la temperatura, demuéstrese que el rendimiehticlo de Brayton es el
dado por la ecuaciof.2.

F.4. Suponiendo que el gas de trabajo es un gas ideal monozddmepreséntese el
ciclo de Brayton en un diagrama-S.

F.5. Suponiendo que el gas de trabajo es un gas ideal moncaipmepreséntese el
ciclo Diesel normal de aire en un diagraniaS.

ApéndiceG

Las matricesy la forma cuadréatica
de la estabilidad

Como se indic6 en el Ultimo péarrafo de la secd, el analisis de las formas
cuadraticas puede refundirse en términos de un algebra de matrices asociadas.
Vamos a describir aqui la relacion entre el algebra de matritegeoria de la
estabilidad desarrollada en la secc&A.

Volvamos transitoriamente a un sistema de un solo compornyealteequeri
miento de que la forma cuadratica homogénea siguiente sea definida positiva:

d*u = 3[u(ds)* + 2u, dsdv + u,(dv)’] (G.1)

Las propiedades de esta forma cuadratica estan determinadas completamente por
los tres coeficientes uy,,, u,,. Estos coeficientes reciben el nombre de mdédulos
de rigidez,y pueden considerarse como los elementos de la matriz de rigidez:

oT oT Ta
u_ u s o Tie,
ss vs [ __ v = Kch (G2)
usu uuv d( - P) a( - P) Ta CP
ds ov KpC, UKpC,

Los médulos de rigidez relacionan tdserzas» dTy d(—P) con los ((desplaza
mientos)¥s y dv por las ecuaciones lineales

dT = u ds + u,.,dv (G.3)
d(-P)=u. ds + u,.gv (G.4)
Si [ds] es un«vector» columna, con componenteés y dv, y [dT, d(-P)] es

dv

un «vector» fila, con componentegT y d(- P), entonces las ecuaciorgsly G.4
pueden escribirse en la forma matricial convencional:

[T, d(-P)] = [Z g] [dsj] (G.5)

sv vy dU

oy
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La expresion ((modulos de rigidez))surge como consecuencia de la analogia de las
ecuaciones precedentes con las ecuaciones de la elasticidad.

Aunque las variableds y dv desempefian el papel de variables independientes
en la ecuacios.5y d7 y d(-P) constituyen las variables dependientes, dichos
papeles pueden intercambiarse. Si en la ecudgibrfo las ecuaciones.3y G.4)
se invierte parcialmente para obteneds y d (- P)en funcion delT y dv, se obtiene

_ _ TT fu dT—
(-as.dc-P = o |4 G6)
donde
TT fu — uss uss (G7)
Tv fvv h Uy, — uxzv
Ss uSS i
) -@)) oo
cT), ov)y ot T
op o\ | =2 L (G.8)
() @) s
o T
Es evidente, por la ecuacié@ 8 ,que
ey d oY o
= —= = = — = — 9
fTT ﬁTz 4 -fvT fTv 8T8L1’ fvv avz (G )

dondef es el potencial de Helmholtz moldarN.
Si se invierte parcialmente la ecuaci{6rb para obtenedT y —dv en funcion
deds y d(-P),se obtiene analogamente

— —hss hPs . dS i
[dT, —dv] = I h,,,,] [ a-p)| (G 10)
donde
_usxuvv uSzU sU ]
hss hPs _ uvu uvv _ (Gll)
hp  hpp Uy L
L— uuv - uvu
aTT ?—T Tlcp T2
os ¢P c
= = ? (G12)
v v e ke,
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Y, por la ecuacién G.12,

% éh 8%

ss F ps = Msp = m’ PP = W (G.13)

dondeh es la entalpia molar.
Por dltimo, consideremos la inversion completa de laaeidn G.5, dando
—ds 'y —dv en funcion dedT y d(-P):

dr
~ds. —dv) = | 81T EpT ). G.14
[ ] |:gTP gpp] [d(—P)] ( )
Esta inversion es posible solamente si el determinante de los méduligedde

D=uu —u = (G.15)

es diferente de cero.
La matriz de la ecuacién G.14 satisface las relaciones siguientes:

h U,
[g” g”]z b D (G.16)
8rp &pp _ Yy u

D

B (‘%)p (%)T _ ["m “] (G.17)
&6

i 0?2 d’g
8rr = 6_7'% 8pr = &1p = EP—(;T’ 8rr = 3p17 (G.18)

dondeg es el potencial de Gibbs molat/N. La matriz totalmente invertida de la
ecuacion G.14 recibe el nombre de matriz de deformabilidadus elementos
se denominan coeficientes de deformabilidad.

El resultado general es evidente. Si la ecuacién G.15 se inviertéajpaente,
de tal modo que las variables que aparecen a laltesan las variables naturales
de algun potencial termodinamico, los elementos de ddrim asociada son las
derivadas segundas de dicho potencial.

Es una cuestion rutinaria el escribir las equivalencias generales de las ecuaciones
anteriores. Consideremos la forma cuadrética

1 t—1
d*u = 3 % u,, dx; dx, (G.19)
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La matriz de rigidez es

[~ h
Upo U0 Uy U_10
Uyq

| “0,1-1 Up1,0-1 |

[0P, 0P,
Ox, 0x,

0P,
0x,

oP

t—1
L 0xo

oP

t—1
axt—l_

(G.20)

La matriz de rigidez relaciona elector fuerza))con ekvector desplazamiento))

[dPy, dP,, ..., dP,_,} =

Uoo

Ui

Ujg"

[ dx

dx

dx

0

1

1~ 1]

(G.21)

Esta ecuacion puede invertirse parcialmente. Considesden inversion en la
qgue lass primeras fuerzas se constituyen en variables indepete$ en lugar de

los desplazamientos correspondientes

[—dxg —dxy, ..., —dx,_y, ..., dP,_|] =

00 10
s=1

01

[ s—1 s—l_,__

[ ap,
dP,

J dxt_lg

(G.22)
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El elemento matriciays, ' es

2,51 )
&y - %__iﬁ sioj<s y k<s
oP; 0P,

6P, P,
Ayt P o

s=1 _ .k _ 7 1 j = 23
W S\epax, Tp,” aw, S =T v k=zs (G2
2,75—1 P. P,
0x;0x,  0x,  0Ox;
dondey*~' es la transformada de Legendreuleon respecto &,, P,,..., P,_,:
s—1
Pl=u— Y Px, (G249
0

Los elementos matricialeg), ' pueden escribirse en funcion de los elementos
matriciales;, invirtiendo la ecuacion G.21 hasta la forma G.22. Consideramos
elemento matricial concreto: el elementd; *. Por la ecua€i023 sabemos

que este elemento es (OP/0X)p, ., p, .x..,...x—,- POr_consiguiente, escribimos
dP,=dP, = ... =dP_, =dx,,, = ... =dx,_, =0 en la ecuacion G.2ly
podremos escribir explicitamente last 1 primeras ecuaciones:

0=u, dx, tu,, dx,*+ ... +u,dx
0=u, dx, tu,,dx, +...*u, dx,

(G.25)
0 =up, ydxgtu  dx; + - +u _ dx
dP, = u,, dx, + + ug dx;
Resolviendo este conjunto de ecuacioneghense obtiene
D
dx, = 13‘1 dP, (dP, = =dP_, =dx , = " =dx_; =0) (G26)
osea
D

ol = 8 G.27
it = (G27)

La notaciénD, representa el menor principal de la matriz de rigidez, koh 1
filasy columnas:

Ugp Uio " Uik
Upy

D, = (G.28)
Uok Uy
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Los criterios de estabilidad (ecuacién 8.68) son

1 5 (0 paratodos (G.29)

88

de tal modo que, en términos de los menores principales de la matriz de rigidez,
D >0 paratodo (G.30)

Realmente, la condicion de que todos los determinantes menores principales
de una matriz sean positivos para que la matriz corresponda a una forma definida
positiva, constituye un teorema clasico del algebra. Si hubiésemos recurrido a dicho
teorema, la ecuacion G.30 habria involucrado la ecuacion G.29, proporcionando
una demostracion alternativa de nuestros criterios de estabilidad.

Por dltimo, indicaremos que

D!-l Dl
Fip—=D (G.31)

t—2 7t—1

0 .1 12 .. gt—1 _DxDzDa,_,
llw22¢,33 tt 1 D1 D2
donde D, = D es el determinante de la matriz de rigidez completa. Es decir, el
producto de todos los coeficientes de la ecuaciéon 8.66 (o, mejor dicho, de sus reci
procos) es igual al determinante de la matriz de rigidez. Puesto que todos los coefi
cientes tienen que ser positivos y distintos de cero para un sistema estable, el de
terminanteD tiene que ser también positivo y distinto de cero.
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